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Introduction

Ce document est le fruit des travaux effectués durant un stage de 6 mois proposé par
le laboratoire de mathématiques de Reims. Ce stage réalisé sous la direction de Stéphanie
Salmon, a été financé par ’Agence Nationale de la Recherche dans le cadre du projet
ANR HANUMAN 18-CE45-0014-01. Ce projet, qui a débuté en janvier 2019, a pour
sujet : «Human and Animal NUmerical Models for the crANio-spinal system» !, c¢’est-a-
dire la création et I'exploitation de modeles numériques du systeme cranio-spinal pour
I’'Homme et 'animal. Le stage et ce document porte sur la partie «modeles numériques»
du projet.

Certains modeles du systéme cranio-spinal existent déja, mais ils ne sont pas suf-
fisamment convaincants, nous cherchons donc a les améliorer. L'un des problémes sur
lequel nous nous heurtons actuellement est le temps de calculs engendré par nos nou-
veaux modeles. L’objet de ce stage est ainsi d’étudier la méthodes des bases réduites
avec comme motivation de pouvoir les utiliser dans nos nouveaux modeles pour les
rendre plus pertinents. Cependant la méthode des bases réduites est en réalité un en-
vironnement trés riche, qui comporte de nombreuses méthodes. A travers ce document
nous allons donc tenter de brosser un portait de ces différentes méthodes.

~

A cette fin, nous commencerons par une courte partie sur le principe de ces bases
réduites, ainsi que sur les conditions dans lesquelles nous pouvons les déployer. Dans
une deuxieme partie nous verrons alors comment les utiliser sur les équations de la
chaleur (stationnaires et instationnaires). Ces équations ont en effet 'avantage d’étre
assez simple a traiter et constituent un bon terrain de jeu pour débuter avec les bases
réduites. Dans la troisiéme partie de ce document, nous passerons a des problémes qui
nous intéressent plus directement en étudiant les équations de Stokes (stationnaires et
instationnaires). Ces équations servent a simuler les écoulements a forte viscosité (ou
faible vitesse) et sont un premier pas vers les équations de Navier-Stokes que nous
souhaitons utiliser sur nos modeéles numériques. Dans une derniere partie, nous traite-
rons d’une perspective intéressante concernant la décomposition de domaine. Puis nous
débattrons sur 'utilisation des bases réduites pour reconstruire la pression en connais-
sant la vitesse. Finalement nous conclurons par quelques remarques générales sur les
possibles utilisations des bases réduites.

1. Pour plus d’informations sur le projet : http ://salmon.perso.math.cnrs.fr/hanuman.html



Premiere partie
Principe et méthodes

L’utilisation d’une base réduite est une méthode de réduction de complexité. Cepen-
dant, son utilisation n’est pas efficace pour tous les problemes. Les problemes concernés
par cette méthode sont les Equations aux Dérivées Partielles Paramétrées (EDPP).
L’idée principale est de réduire la dimension de l’espace dans lequel nous cherchons
la solution. Cet espace de faible dimension pourra alors étre approché par une base
avec peu d’éléments, nous appellerons cette base la «base réduite» (BR). Tout 'en-
jeu des méthodes suivantes est alors de construire au mieux une base réduite efficace.
Quelle que soit la méthode utilisée, le principe est toujours de prendre des solutions
u(p) pré-calculées, ou p est le parametre, comme éléments de la base réduite.

Cette volonté d’utiliser des solutions pré-calculées pour construire de nouvelles so-
lutions peut sembler peu avantageuse. Cependant, cette technique prend tout son sens
si nous l'inscrivons dans une stratégie offline/online. Dans ce genre de stratégie, nous
souhaitons résoudre treés rapidement des problemes (partie online) en utilisant une pré-
paration sur les données et sur le probléme, qui peut demander du temps (partie offline).
Le contexte des bases réduites correspond parfaitement a ce type de stratégie. En effet
nous pouvons facilement envisager la construction d’une base réduite dans la partie
offline, car cette construction se fait par résolution de nombreux problémes aux Elé-
ments Finis (EF) et nécessite donc un certain temps. Puis nous pouvons ensuite utiliser
cette base réduite dans la partie online pour résoudre rapidement de nouveaux pro-
blemes, cette fois-ci la résolution se fait dans un espace de faible dimension et peut
donc étre extrémement rapide.

Dans la partie qui suit, nous allons voir plus précisément quelles conditions doivent
étre réunies pour que nos approches soient valides et efficaces. Nous passerons ensuite
en revue plusieurs méthodes de construction de bases réduites.
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1 Fondement théorique

1.1 Conditions d’utilisation

Puisque nous cherchons a approcher une solution pour un parametre donné, en
fonction de solutions pour d’autres valeurs de ce méme parametre, il faut que toutes
ces solutions présentent des similitudes. Afin de mesurer la régularité des solutions par
rapport au parametre p, nous introduisons 'épaisseur de Kolmogorov.

Définition 1. Soit X un espace vectoriel normé, S un sous-ensemble et X et X, un
sous-ensemble de X de dimension n € N. L’épaisseur de Kolmogorov de & dans X est

donnée par :
d,(S,X) =infsup inf |Ju—u,|x
n uesS Un€Xn
Si nous posons S := {u(u), p € D}, résoudre notre probléme pour p quelconque revient
a trouver u(p) dans S. Pour que la méthode des bases réduites fonctionne, il faut que
S soit de faible épaisseur de Kolmogorov.

En ce qui concerne le parametre y, il n’y a pas réellement de restrictions. Par commo-
dité nous utiliserons le plus souvent que 1 € D, avec D un produit cartésien d’intervalles.
Soit D de la forme :

D:] min maz[ % ] min max[ X oo X ] min maz[

Nl ) /Ll /JJ2 ) :u2 :up ) Np

Un parametre p sera donc un vecteur de cet ensemble D de dimension Np.
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1.2 Méthodes de construction

La méthode des bases réduites fonctionne théoriquement quel que soit 1’échantillon
Sp = {Mp}5:1 considéré. Cependant, plusieurs questions se posent naturellement : Quelle
taille P choisir ? Certains échantillons sont-ils «meilleurs» pour une méme taille P 7 Ft
si oui, comment obtenir le meilleur échantillon? Nous allons donc tenter de répondre
a ces questions en passant en revue les différentes méthodes de construction de bases
réduites.

1.2.1 Base naive

La premiere approche pour la construction d’une base réduite est de fixer arbitrai-
rement une taille P et de construire un échantillon en choisissant des valeurs de pu
aléatoires dans D. Nous pouvons d’abord mettre en avant le fait que cette technique
fonctionne. Elle a donc 'avantage d’étre tres facile et trés rapide a mettre en place.
Cependant, elle ne nous fournit aucune information a prior: sur I’erreur commise. Pour
atteindre un certain niveau d’erreur, il faudra donc augmenter P autant que nécessaire.
Nous n’avons donc ni une taille P optimale, ni 'assurance que notre échantillon est
«bien choisi».

En clair, cette technique n’est pas recommandée dans la pratique, mais elle permet
néanmoins de créer des bases réduites. Elle est parfaite pour commencer notre étude
des bases réduites.

1.2.2 Base orthonormée

Une deuxieme approche plus réfléchie consiste a orthonormaliser les éléments de
notre base réduite. Comme précédemment nous fixons arbitrairement P et nous prenons
un échantillon aléatoire de cette taille. Cependant cette fois-ci nous n’utilisons pas
directement les solutions {u,}}”; obtenues mais une version orthonormée {¢,}”; (avec
le procédé de Gram-Schmidt par exemple).

De cette fagon nous avons Vect({u,}_ ;) = Vect({¢,}_,). Ce traitement des solutions
permet d’obtenir une erreur légerement plus faible pour une méme taille P.

Cela a l'avantage d’améliorer le conditionnement de la/les matrice(s) base réduite
et donc la stabilité de la méthode. En effet, si deux solutions sont tres proches 1'une
de 'autre, ou combinaison linéaire I'une de 'autre, alors la base réduite générée ne va
pas étre libre. Cela va alors faire exploser le conditionnement de la matrice base réduite
associée, voire rendre celle-ci non-inversible. En orthonormant la base, nous supprimons
la partie de I'information redondante, ce qui permet de s’assurer que la base engendrée
est bien libre.

Cependant cette technique ne nous fournit toujours pas d’information sur la taille
optimale de P a choisir.
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1.2.3 Algorithme glouton

Nous proposons finalement une approche gloutonne (greedy). L’idée est la suivante :
nous partons d’un p; quelconque puis nous calculons la solution EF associée. Cette
solution constitue le premier élément de notre base réduite. Ensuite, pour toutes les
valeurs de i € Dy, ou D, est une discrétisation de ’espace du parametre, nous calculons
la solution base réduite associée. Pour chacune de ces solutions BR nous calculons une
estimation de ’erreur par rapport a la solution EF correspondante. Nous prenons alors
comme s le g qui maximise 'erreur, c’est-a-dire le p pour lequel la solution EF est
la moins bien approchée. Sa solution EF est ensuite calculée puis injectée dans la base
réduite. Nous réitérons alors ce procédé tant que I'erreur pour chacune des solution BR
est au dessus d’un certain seuil . L’algorithme exact s’écrit de la fagon suivante :

Algorithm 1 Algorithme glouton (greedy)

Require: : ¢, u1, n=1
1: while n > ¢ do
2:  Trouver us(u,) € Vs solution de a(us(iy), vs; pn) = f(vs; pin), Yvs € Vs
3 Vi e Vect({us () )
4:  for peD, do
5: Trouver wu,(p) € V), solution de a(u,(u), vy; 1) = f(vp; p), Vo, € V,
6 Caleuler (1) = Ilus(ys) — w1l
7:  end for
8 1 = argmax(u)
99 n=n+1

10: end while

Remarquons que plus la discrétisation D;, de D va étre fine, plus 'algorithme va
prendre de temps. Mise a part cette contrainte, celui-ci dispose de plusieurs avantages.
En effet, Iéchantillon Sp = {4, }}_; créé ici est le meilleur possible au sein de la discré-
tisation. La taille P de I’échantillon est elle aussi optimale. Nous remarquons finalement
qu’il est possible d’ajouter un procédé d’orthonormalisation apres ou pendant cet algo-
rithme afin d’améliorer encore d’avantage la base réduite créée.

Finalement, I'approche gloutonne semble étre la meilleure fagon de créer une base
réduite, bien qu’elle soit un peu plus cotiteuse en calcul que les autres approches. Remar-
quons que l'algorithme se préte parfaitement au calcul parallele, notamment sa boucle
«fory, ce qui permet de pallier son cofit algorithmique.
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1.2.4 Décomposition aux valeurs propres (POD)

La méthode de décomposition aux valeurs propres est une méthode dite «explore-
and-compress», car elle consiste a évaluer un grand nombre d’éléments («explorey ), puis
a compresser 'information pour n’en conserver que la partie essentielle («compressy ).
Nous nous plagons dans un espace vectoriel normé (E, ||.||g). Commencons par prendre
Dy une discrétisation réguliere de I'espace des parametres D en M valeurs, en général
nous prenons M grand. Nous notons alors {w,, }}_, la famille des M solutions associées,
telle que wy, = u(p,), Ym € [1, M]. Nous posons alors la matrice A donnée par :

(A)ij = (wi, w;)E, 1<i,j<M.

Cette matrice est symétrique, elle est donc diagonalisable et ses valeurs propres sont
toutes réelles. Nous notons { (&, Ap )}, les M couples de vecteur-valeur propre, nous
supposons par ailleurs qu’ils sont ordonnés par ordre décroissant des A, (i.e. \y > ... >
Aur). La base M-POD est alors la base {£,,}M_, elle est telle que :

m=1»
Vect ({6 tmer) = Veet({w bey) C B

Il est alors possible de tronquer la base M-POD en prenant la base générée par les N
premiers vecteurs propres, i.e. la base {£,}2_,. Il est alors prouvé [13] que parmi tous les
espaces vectoriels finis de dimension N 1nclus dans F, notons-les Ey, la base N-POD
est celle qui minimise le critere suivant :

UEDAs veEEN

1
n(E,) = $ 27 2 b () — ol (1)
De plus, pour f € E, la projection de f dans la base N-POD est donnée par :

N
z_:fangn

Nous avons alors le résultats suivant : Vk € [[1, M] Perreur d’estimation vérifie :

m=N+1

\l ZHwk pr (wy) HE_J Y A (2)

Contrairement a I'algorithme greedy, la méthode POD ne fournit pas la taille optimale
pour un seuil € donné. Cependant 1'estimation d’erreur (2) fournit un bon outil pour le
choix de N. De plus, avec cette méthode, nous sommes stir de choisir le meilleur espace
fini possible pour une taille N fixée.
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1.3 Méthode d’interpolation empirique (EIM)
1.3.1 Principe de la méthode

Nous introduisons maintenant un outil tres utile dans le cadre des bases réduites :
La Méthode d’'Interpolation Empirique (EIM en anglais). Cette méthode permet de
découpler les variables d’une fonction en ’approchant par une combinaison linéaire de
fonctions du méme type. Soient g une fonction de E, u € D et X € €2, nous pouvons
I’écrire de la fagon suivante :

9 = 3 9(Xo ) 9(X, )

Nous avons la famille {g(X,, )}, de fonctions qui ne dépendent que de p et la famille

{g(., ,un)}gil de celles qui ne dépendent que de X. Afin d’augmenter la stabilité, nous

utilisons une version orthonormée pour les {g(., ttn)}o?;, qui nous donne une famille
N,

{gn}n2y- De plus, nous notons 6,, = g(X,,.), nous avons alors :

9(X, p) =~ Zg%(u) In(X)

Pour aboutir a ce genre de décomposition, il nous faut chercher les {/Ln}gil qui forment
les {g,}0%,, ainsi que les {X,}0%, qui forment les {6, }2,.
Avant d’en arriver a I’algorithme, il nous faut introduire 'opérateur d’interpolation.

Supposons que nous ayons une famille {g,}Y_; de taille N. La M-i¢me interpolée, avec
M € [[1, NJ}, est une fonction qui s’écrit :

IM[Q(? N)] = 2_:1 Omdm

et qui vérifie :

Iulg( ] (Xim) = 9( X, ) Vm € [[1, M]
Nous pouvons facilement voir que pour p € D fixé, ce probleme est bien posé et que la
fonction Zy[g(., )] est unique. En effet, pour trouver les {a, }2_, il suffit de résoudre
le systeme :

Zulg(. w)](X1) 9(X1, )

Imlg( ) (X2) | _ | 9(X2, 1)

Tulglom)(Xan)) \g(Xar, 10

a1g1(X1)  o2ge(X1) - amgm(Xi) (X1, 1)

a191(X2)  @2g2(X2) - amgu(Xz) | 9(Xa, )

04191tXM) 04292(.XM) OCMQM.(XM) g(X.]'\%,,u)
Ha=G

Si tous les {X,,,}M_, et les {g,n}*_, sont bien distincts, la matrice d’interpolation H
est inversible et Zy/[g(., )] est unique.
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Comme pour la construction d’une base réduite, plusieurs options s’offrent a nous
pour le choix des {X,,}M_, et {g,}M_,. Tl est tout & fait possible de les choisir au
hasard, mais il est préférable d’utiliser une approche gloutonne (greedy) afin d’optimi-
ser l'efficacité de la méthode. Pour que l'algorithme fonctionne, il nous devons utiliser
une discrétisation de ’espace des parametres, notée Djy,. Ainsi qu’'une discrétisation de
I'espace €2, notée €)s5. L’algorithme utilisé est le suivant :

Algorithm 2 Algorithme Méthode d’Interpolation Empirique (EIM)
Require: : ¢, g, k=2

1: Trouver p; = arg sup |lg(., )|l =
HED),

2: Trouver X; = arg sup |91(X)|R
XeQs

g('v /le>

3: Calculer ¢ =
' 9(X1, 1)

4: while n > ¢ do

5. Trouver py =arg sup ||lg(., 1) — Lia[g(, w)llle
NED}L

6:  Trouver Xj = arg sup 9(X, p) — Te—1[g (., )| (X) || 2
(S9%)

9(s ) = Te—a[g (., )]
9( Xk, i) — Te—a[g (-, ) (X))

8:  Calculer 7= sup |g(.,p) — Iklg(., W]l &
n€Dy,

7. Calculer gy =

9: k=k+1

10: end while

L’algorithme consiste a ajouter les fonctions qui sont le moins bien interpolées par
la base actuelle, et ce, tant que l'erreur d’interpolation maximale ne passe pas sous
un certain seuil . L’algorithme va alors retourner le nombre minimal de fonctions a
utiliser NV, pour un seuil € donné, ainsi que les points d’interpolation {Xn}fjil et la base
orthonormée {gn}gil associée. Nous remarquons premierement que, par construction,
nous avons Vect({h, }22,) = Vect({(g(., gt }22,). De plus, pour tout m, k € [1, N, -

9(Xom, ) — Ia[g (-, )| (Xim) cR

Sik<m: g(Xn)= (X, ) — L1 g, )] (Xe)

_ 9( X, ) — D [g (-, )] (X))

Stk =m0l ) = R i) — g (X))
. ' 9 X, i) — a[g ()| (Xom)
Stk me o) =5 )~ Tl ()
_ g(Xm>“k’) - g(anuk) -0
9( Xk, pe) — Te—1[g(-, pu) | (X))
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En utilisant la construction des {gn}gil proposée dans l'algorithme précédent, nous
avons que la matrice d’interpolation H est triangulaire inférieure de diagonale unité.
En pratique elle est donc facilement inversible.

Nous remarquons que I’algorithme présenté semble applicable pour n’importe quelle
fonction g. En effet, celui-ci ne fait pas intervenir de régularité particuliere sur g, la seule
restriction étant que l’ensemble F doit étre un espace vectoriel normé. Cependant, il
parait évident que pour des fonctions présentant de tres fortes variations, par rapport
au parametre p ou a la variable d’espace X, I'algorithme risque de nécessiter une grande
base {gn}ivil pour converger. Or si cette taille IV, est tres grande, la méthode perd alors
une grande partie de son intérét.

Une étude plus poussée de cette méthode pourrait donc étre un point important
pour son utilisation dans le contexte des bases réduites. Il serait notamment important
d’avoir le contrdle de la valeur N, par rapport a la régularité de g et 'espace E' dans
lequel elle se trouve.

1.3.2 Exemples

Bien que cette méthode présente encore quelques points d’ombre, nous proposons
d’en illustrer son fonctionnement a travers trois fonctions qui nous seront utiles dans
une partie suivante. Nous prenons E = L?*(2) et nous posons les fonctions hy, hy et hs
suivantes :

hi(z,y; p) = 1 + psin(2rz)
ha(,y; p) = 2mpy cos(2mx)

1 + 472 p? cos? (2mz)y?
1 + psin(27x)

hs(x, y; p) =

Nous souhaitons alors obtenir des décompositions comme suit :

N, N,
1(z,y; 1) Z@hl ) hii(z,y) oz, y; 1) Z@h2 ) hai(z,y)
i1=1 19=1
Nig
s(zoys ) = > 0% (1) h(x,y).
i3=1

Nous pouvons remarquer que dans les cas de hy et hs, il existe des décompositions
exactes par rapport a u. En effet :

hi(z,y;p) = 14 psinrz) = 67" (Whyi(z,y) + 65" (W) o(2,y),

hl,l(‘r7 y) =1

avec : 0 (u) =1
I hy2(z,y) = sin(27x).

03 (1)
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Et de la méme fagon nous avons

ho(z,y; ) = 2mpycos(2rz) = 6" (u)hoq(z,y),

avec .
0" () = p

En revanche, il n’existe pas de décomposition exacte par rapport a pu pour hg.

hoi1(z,y) = 2wy cos(2mx).

Ainsi nous allons pouvoir valider la méthode en utilisant h; et ho, puis tester son
efficacité avec hs. Comme nous avons pris £ = L?(Q2), nous avons le choix pour la norme
a utiliser. Nous effectuons les tests pour la norme ||.||.o, soit la norme usuelle de L?(2),
et la norme ||.|/s0,0-

Apres avoir utilisé 'algorithme sur les trois fonctions proposées avec un seuil ¢ =
107, nous obtenons les résultats suivants : 2 éléments avant convergence pour hy, 1 seul
pour hy et 16 éléments pour hs. L’erreur differe tres 1égerement en fonction de la norme,
mais le nombre d’éléments est strictement le méme dans les deux cas. Nous proposons
alors de d’afficher les valeurs de u; choisies et les erreurs d’interpolations 7; a chaque
itération ¢, pour hq et hs :

hy [-llo.g [-lloc.0

[ 0.8 -0.8 hy [llo.0 [-[oo.0
m 1.07 1.76 111 -0.8 -0.8

112 0.8 0.8 m | 23x1070 [ 15 %1071
M | 2.2x 10710 [ 6.6 x 10716

TABLE 1 — Résultats des décompositions pour hy et ho

Nous constatons que les erreurs n obtenues apres respectivement 2 et 1 éléments
pour h; et hy sont bien en dessous du seuil € = 1079, ce qui signifie que les décompo-
sitions obtenues sont quasiment exactes. C’est exactement le comportement que nous
attendions pour ces deux fonctions, ainsi cela valide notre algorithme.

Nous passons alors a 1’étude de hz, comme nous 'avons dit précédemment, il faut
16 éléments a la base pour atteindre le seuil d’erreur escompté. Nous proposons alors
de représenter l'erreur en fonction du nombre d’éléments pour observer la vitesse de
convergence :

Evolution de l'erreur

norme oo
norme ||. Hﬂ,il

f(x) = 05 %
------------ * k=234

erreur (log)
N
T

I
0 5 10 15
nombre d'elements

FIGURE 1 — Evolution de l'erreur en fonction du nombre d’élément
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Evolution de I'erreur (log)

..... norme oo
norme || HD,Q
= 105X

6 | | |
0 0.2 0.4 0.6

nombre d'elements (log)

FIGURE 2 — Evolution de I'erreur en fonction du nombre d’élément (en log-log)

Comme nous pouvons le voir sur les courbes, la convergence de la méthode est
exponentielle. Nous avons tracé sur les graphiques la fonction f(z) = e 07 avec
7 € R une constante d’ajustement, qui approche assez bien les deux courbes d’erreur.

Nous pouvons affirmer que la méthode d’interpolation empirique est tres efficace
pour interpoler des fonctions non-linéaires. C’est donc un outil de choix pour nous aider
dans notre contexte des bases réduites.
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Deuxiéme partie

Equations de la chaleur

2 Equations de la chaleur stationnaires

Afin de débuter cette introduction aux bases réduites, nous nous intéressons aux
équations de la chaleur (type équation de diffusion). Un exemple concret est proposé
par la partie (2.4).

2.1 Présentation du probleme

Nous nous intéressons donc aux problemes de la forme suivante. Soit p € D, nous
cherchons u(p) € HY(Q) tel que :

(75#) : u
)

Avec £, une fonction strictement positive de L?(Q2), f,, dans L*(2) et g,,, h,, des fonctions
de L?(T"), toutes sont dépendantes de p.

Nous commencons par traiter le probleme en relevant la condition de Dirichlet afin de
la rendre homogene. Nous verrons par la suite que cette étape est nécessaire a la création
d’une base réduite. Pour cela, nous cherchons Lg € H'(2) solution du probléme :

ALg(u) =0 dans Q
(Ry) - Lg(p) = gu sur I'p;y
VELg(p) -7 =0 sur [ye,

Puis nous posons u(u) = a(p) — Lg(p) < a(p) = u(p) + Lg(p), nous avons alors :
Sur € :

= Au(p) + ALg(p)
= Au(p)
Sur I'p,, :
a(p) = u(p) + Lg(p) = gu
S u(p) =0
Sur I'yey -

p 87l(éu) . O(u(p) :Lg(u))
! ok on
du(p) dLg(p)
~am TR Tam

_Ou(p)
BT
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Il nous reste alors a chercher u(u) € H'(Q) solution du probléme :

Avec k,, strictement positive dans L*(Q), h, € L*(T') et f, € L*(Q).

Nous posons maintenant V := {v € H*(Q),v|r,, = 0} et nous nous intéressons a la
formulation variationnelle du probleme, pour tout v € V' :

V- (5 Vu(p))o = fyo
—/QV (K Vu(p))v dX = /quv dX
/g)/fMVu(u) - Vv dX +/r (/{MVU(;L) . ﬁ))v ds = /quv dX

/ k,Vu(p) - Vo dX — hyv dS = / fuv dX
Q Q

FNeu

t4h¢VuQO-VUdX€:A;mvdXV%A; hyv dS

Neu

a(u(p),v; p) = f(v; ) (3)

Avec :
a(u(p)vip) = [ K, Vu(u)- Vo dX

fmm:LhmM+ hv dS

FNeu

Notre probléme s’écrit a présent sous forme variationnelle comme suit :

{trouver u(p) € V tel que :
a(u(p), v p) = f(v;p) VoeV

Montrons que ce probléme admet une unique solution u(u) € V. Pour cela nous rappe-
lons le théoreme de Lax-Milgram.

Théoreme 1.
Soit (E, ||.||) un espace vectoriel complet. Si nous avons :

— a une forme bilinéaire continue et coercitive sur E X E
— [ une forme linéaire continue sur E

Alors il existe un unique u € E tel que
a(u,v) = I(v) Yve E
et il existe une constante C' > 0 telle que :

lulle <CIfIl, VfekE
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Nous choisissons d’utiliser ’espace vectoriel V' défini précédemment et nous le mu-
nissons de la norme ||.||;.o. Or V est 'image réciproque de {0}, fermé de R, par 'ap-
plication v € H'(Q) — v|r,, , il est donc lui méme fermé de H'(Q2). Comme de plus
(H'(2),]|-|l1.0) est complet, nous avons que (V, ||.]|1.o) est lui aussi complet. Nous avons
ensuite que a est une forme bilinéaire de V' x V', de plus Vu,v € V :

la(u,v)| = ‘/Q@Vu -V dX‘

_ HmHo,n/Q V- Vol dX

< sulloq lulia v

< llrulloq flulle v

1,0

a est donc continue en 0, or par linéarité nous avons que a est continue sur tout V' x V.
Puis pour v € V, nous avons :

a(v,v) = /Q/-ﬁ;,,Vv -Vuv dX

> (inf ess ru (1)) |vliq

Si T'pir # 0, nous pouvons utiliser I'inégalité de Poincaré-Friedrichs, et comme x,, est
strictement positive, nous obtenons :

a(v,v) > (inf ess 1, (x) [vl2q > 0

Ainsi a est coercitive sur V' x V. Ensuite, nous avons que f est une forme linéaire sur
V. Nous introduisons I'espace H'/2(T') := {yv,Yv € H'(2)}, ol v est 'opérateur de
trace. Sur cet espace, nous avons que pour tout v € H 1(Q) :

ol ey < llvflig

D’ou, pour tout v € V' :

|ﬂwm{4@mw+ﬁ o dS

< [[fullog lvllo + hull ey Ivollgem
< | fullogo [l + 1rullz2my (V)10
< (Ifullog + [hullz2ay) lvlle

f est continue en 0 et par linéarité, elle est continue sur tout V.

Nous avons alors que si 'p;, # (), nous pouvons utiliser le théoréme de Lax-Milgram
et donc que notre probleme variationnel admet une unique solution.
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Montrons finalement que si u est solution du probléme variationnel, alors u est solu-
tion de (P,). Soit ¢ € D(Q) C V et u € V 'unique solution du probleme variationnel :

a(u, ) — flp) =0
/Q@Vu-Vgo—fgo dX =0
—/Qv.(@vu) o+ fo dX =0
/Q (V.(5,Vu) + f)p dX =0 VYo €D(Q) C LA(Q), par densité
/Q (V.(5, V) + fodX =0 Vo e L)
(V.(k,Vu) + f) € L*()* = —V.(k,Vu) = f p.p.sur

Soit v € V' et u 'unique solution du probleme variationnel :

/Vu Vv — fvdX — / hyv dS =0

Neu

—/ V.(k, Vu)v + fv dX — / ko Vu(p) -7 dS — [ hyv dS =0

Neu 1—‘Neu

—/ (K, Vu) + f)v dX — / HMVU(M> T hu)v ds =0

Or nous venons de montrer que V.(/@LVU) + f = 0 presque partout sur €2, nous avons
donc :

/ (muVu(,u) T+ hu)v dS=0 YveV
FNeu
(KMVU(M) T+ hu) € L*(Tnew)™ = —k,Vu(p) - = hy p.p.sur e,

Finalement, comme v € V', nous avons : u = 0 sur I'p;,, et donc nous avons bien que u
est I'unique solution de (P).
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2.2 Discrétisation et résolution EF

Soit & présent 75 une triangulation du domaine de pas ¢ et la famille {¢;}Y, des
fonctions de forme associées. Nous posons alors :

Vs := Vect <{%}f\i1> cVv
Pour p € D, nous cherchons us(p) € Vi solution de :

alus(p),vip) = flv;p) Vv eVs
N
Comme us(p) € Vs et que {@;}Y, en est une base, il existe un vecteur (U(g(,u)), | tel
que :

1=

us(n) = 3 Us(n)es Us(p) € RY

en prenant v = ¢;, j € [[1, N], nous obtenons alors :

a(; Us(1) i, i3 1) = flggsp) Vi€ [1,N]
> Us(w) alei, 55 1) = flezip) Vi€ [1,N]

i=1

A5Us () = F§' (4)

Avec la matrice A et le vecteur F}' donnés par :

(F$)i= floi,p) 1<4,j<N

En résolvant ce systéme pour une valeur de 1 donnée, nous obtenons une approximation
EF de u(u), que nous notons us(i). A laquelle il ne faut pas oublier d’ajouter Lg la
condition de relevement.

Remarquons a ce stade que pour obtenir une solution EF il est nécessaire de résoudre
un systeme de dimension N. Ce N peut-étre tres grand si le maillage 75 utilisé est tres
fin. Ici la précision de I'approximation dépend donc de N. Or dans le contexte des
bases réduites, nous souhaitons obtenir des approximations de précision équivalente,
indépendamment de V.
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2.3 Probléme en base réduite

Supposons a présent que k,, fu, g, et h, dépendent affinement de p. C’est-a-dire
qu’il est possible de les décomposer de la fagon suivante :

NH Nf Ng Nh
=S 05(Wre  fu= Y0l 0= 00Wa  hy= 0y
k=1 k=1 k=1 k=1

Nous commengons par décomposer la fonction de relévement, pour tout k& € [[1, N,]
nous cherchons Lg* telle que :

ALg" =0 dans Q
(R¥): Lg" =g sur Ip;
VLgk . %} =0 sur I'ne,
Puis nous avons finalement que w(u) = @(p) — Lg(p) = a(p) — Sody 62(1) Lg*. Nous

verrons dans ce qui suit qu’il existe une maniére plus simple de traiter le relevement des
conditions de Dirichlet non-homogenes.

Nous utilisons ensuite les décompositions pour ré-écrire nos formes bilinéaire et
linéaire :

a(u,v; p) = /Q/iMVu(,u) -V dX
Ny
= /Q > 05 (1)reVu(p) - Vo dX
k=1
Nk
=Y 05(0) [ maVulu) - Vo dX
k=1 @

Ni
= 0i(n) a(u,v)
k=1
et de la méme fagon :

Flosp) = /Q fowdX+ | hudS

l—‘Neu

Ny Np,
= / > 0/ (1) frv dX +/ >0k () hyv dS
Qi r

Neu [—1

1—‘Ne'u,

Ny N
— Ze,{w)/ fov dX + ZQZ(M)/ hyv dS
k=1 Q@ k=1
Ngn
=> 0" (1) fu(v) [avec ré-indicage]
k=1

Ainsi, nous obtenons la formulation variationnelle suivante :

Ny Ngp

> 0k (n) ar(u,v) = ;; 01" (1) fi(v) (5)

k=1
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En utilisant ces décompositions, nous obtenons une formulation variationnelle équiva-
lente avec des formes bilinéaires et linéaires qui ne dépendent plus de p. Nous en verrons
I'intérét par la suite.

Nous posons maintenant S = {y,};"; un échantillon de P valeurs de p € D toutes
distinctes et {w,}_, la famille de solutions associées, avec wy, := us(j,). Pour chaque
[y, DOUS avons que w, € Vj, si bien que nous avons :

V, = Vect({wp}ll;l) cVsCV

En supposant que V, réalise une bonne approximation de Vs et en supposant que Vj
soit lui-méme une bonne approximation de V alors le probleme (3) devient :

{trouver uy(p) €V, tel que :
a(up(p), v; ) = f(v; p) Vo eV,

Ou de fagon équivalente :

trouver u,(u) € V, tel que :
Nyn

Z% ay, (uy (1 Zefh Vv eV,

Soit 1 € D tel que p n'est pas dans S, comme u,(p) € Vj, il existe un vecteur U, (u)
tel que :

= Z Ul (p)w; Up(p) € R”

en prenant v = w;, j € [1, P]|, la premiére version de la formulation variationnelle nous
donne :

(ZU Wi, wys )Zf(wj;u) vje[1,P]

ZU;(M) a(wi, wj; p) = flws;p) Vi€ L, P]

AL Upp) = Eff (6)

p

Avec la matrice A7 et le vecteur F)' donnés par :

(AD)iy = alw;,wj,p) 1<4i,j<P
(£9)i = flwi,p) 1<4,j<P

En résolvant ce systeme (de taille P) pour des valeurs de p données, nous obtenons
des solutions BR que nous notons wu,(x), auxquelles il ne faut pas oublier d’ajouter les
fonctions Lg* de relevement. Cependant, si la valeur de p change, la matrice Al et le
vecteur FJ' changent eux aussi.
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Nous utilisons cette fois la seconde forme de la formulation variationnelle, toujours
en prenant v = wj, j € [1, P]], nous avons :

>0t ak(gU;m)wi,wj) =3 000 fiws) Vi € 1.7

b
> Up(m) Ze ) ax(w;, w;) Zef ) fulw;) Vj€[1,P]

(% 62(1) 45 ) 5l0) = (jzi:ieih(m i) 7)

Nous obtenons toujours un systeme linéaire de taille P. Cependant ici, chacune des

matrices {A’;}g:*‘l et chacun des vecteurs {F;}]kvzf}{ est indépendant de p. Changer la
valeur de ce dernier ne les affecte pas, seul leur assemblage est modifié.

Nous voyons tout de suite I'intérét de la décomposition affine par rapport a pu. Car
une fois les matrices { A%}, et vecteurs {F¥ } w21 pré-calculés (pendant la construction
de la base par exemple), il est beaucoup plus économique de les assembler en fonction
de p, puis de résoudre le systeme obtenu, plutét que de recalculer toute la matrice A,
et vecteur F), de la forme (6).

Dans le cas EF classique, nous avons donc un systeme de taille N a résoudre, ou
N est le nombre de degrés de liberté et est souvent grand. Cette résolution cofite en
générale O(N3) calculs. Ici, la dimension P du systéme a résoudre est indépendante de
N. En supposant que les matrices {A’];},]f\[:“1 et les vecteurs {F;}iv:fﬁ soient pré-calculés,
'assemblage du systéme cotlite 2N,, x P? calculs pour les matrices et 2Ny, X P pour
les vecteurs. Si nous ajoutons la résolution, nous avons un cofit algorithmique de P3 +
2N, x P? + 2Ny, x P. Finalement, assemblage de la solution en base réduite cofite
P x N calculs. En conclusion, calculer une solution éléments finis revient a O(N?3) et
pour une solution base réduite cela revient & O(N x P + P3) calculs. Ainsi, si P est
tres faible devant IV, l'utilisation d’une base réduite peut s’avérer trés économique en
calculs et de facto en temps.

Nous avons vu de fagon assez générale comment déployer une méthode de base
réduite sur une équation de type chaleur. Remarquons qu'un point important n’a pour
I'instant pas été abordé. En effet, nous avons utilisé un échantillon S de valeurs de pu
sans parler de sa construction. Pour ce faire, nous pouvons utiliser au choix les méthodes
présentées précédemment. Choisir le bon échantillon est un point fondamental pour la
méthode base réduite, tant pour sa stabilité que pour son efficacité.

Finalement, nous pouvons voir a ce stade pourquoi il est obligatoire de relever la
condition de Dirichlet non-homogene. Car dans un systeme EF classique, il est possible
de fixer directement les valeurs des degrés de liberté concernés, ici nous combinons les
fonctions, nous ne pouvons donc pas jouer sur les valeurs de ces degrés de liberté. La
seule possibilité est ainsi de relever ces conditions de bord pour les rendre homogenes.
De cette facon toutes les combinaisons de fonctions de base réduite sur le bord concerné
resteront homogenes.
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2.4 Exemple

25

Dans ce premier exemple, nous nous intéressons a une équation de la chaleur sta-
tionnaire en 2D. Nous posons Q =|0, 1[?C R?, ce domaine {2 se décompose en 2 sous-

domaines €2, et {25 de la facon suivante :

Ftop

Fside Ql

Q,

1—‘base

Fside

FIGURE 3 — Domaine utilisé

FIGURE 4 — Maillage associé
(21312 éléments)

Sur ce domaine, nous posons le probleme suivant (P,) suivant :

Avec la fonction de conductivité «, telle que :

o) |

0 dans
0 sur Iy,

= po sur Dpgge
0

sur I';qe

SiIEQl
six €y

Dans notre probleme, nous avons donc deux parametres, nous notons :

p=(p,pe) € D:=10,10] x | —1,1]

Physiquement, notre probleme correspond a ’étude de la diffusion de la chaleur
dans un domaine carré, au sein duquel se trouve un disque de conductivité ;. Le

domaine est isolé sur les cotés (condition de Neumann homogene), regoit un flux po par
le bas (condition de Neumann non-homogene) et nous imposons une température a 0
au sommet (Dirichlet homogene).

Nous posons alors V := {v € H'(Q), v|r,,, = 0} et nous remarquons que :

g, =0 h, =0 fu=

avec .

o = 07 (1) k1 + 05 (1) ko2
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ef(ﬂ) = M2 f=1
07 (1) = k1 = g,
Oy () =1 ke = lg,

Nous utilisons ces décompositions dans les formes bilinéaire et linéaire :
a(u,v; p) = / kuVu(p) - Vo dX

/ VvdX+/ 05 (1) Vulp) - Vo dX
=07 (u) ar(u,v) + 05(un) as(u,v)

fom = [ (o as
base
=67 (1)f(v)
De cette facon, nous obtenons le probléeme suivant

trouver u(u) € V' tel que :
> 0 (1) arlu(p),v) = 67 () f(v) VvevV
k=1

Comme nous venons de le détailler dans les parties (2.2) et (2.3), nous pouvons résoudre
ce probleme en EF ou en BR. Cependant, pour obtenir une solution BR nous devons
d’abord choisir un échantillon S de P valeurs de p.

Avec ce premier exemple, nous allons comparer l'efficacité de plusieurs bases ré-
duites. La premiere sera construite a partir d’un échantillon S de valeurs de u aléa-
toires, la seconde sera une version orthonormée de la premiere. Puis une derniere base
sera construite a partir d'un échantillon S choisi par I'algorithme glouton.

Pour comparer les différentes bases, nous les construisons de taille P allant de 1 & 10,
suivant chaque méthode. Ensuite, nous calculons I'erreur maximale entre les solutions
BR pour chaque i € D), et leur solution EF correspondante.

Erreur en norme L2

base brute
base L
base greedy
POD
K Y223 4

erreur (log)

nombre d'elements

FIGURE 5 — Erreur en norme L?
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Erreur en norme H'

base brute
base L
—base greedy
~———POD

............ X* k=2,3.4

nombre d'elements

FIGURE 6 — Erreur en norme H'!

Nous pouvons voir que quelle que soit la méthode utilisée, erreur (L?) converge
trés rapidement vers 1076 puis stagne. En effet, la solution BR est une combinaison de
solutions EF, 'erreur est donc conditionnée par 'erreur EF. Nous remarquons que seul
5 éléments sont nécessaires pour obtenir une solution BR équivalente a la solution EF.

De plus, nous avons tracé les monomes =% pour k = 2,3 et 4, ceci nous permet
d’observer la convergence exponentielle en base réduite. Notons que cette convergence
est exponentielle, quelque soit la méthode d’échantillonnage. Enfin, nous pouvons voir
ici qu'une base aléatoire semble plus efficace qu'une base issue d’un algorithme glouton,
cela est dii a la simplicité de ’exemple. Nous mettrons en évidence la supériorité de
I’algorithme dans I’exemple suivant.

Solution base réduite Solution exacte

) ' [
: cos
S — 04 &
£ £
< —-0.5 <
[ _0.6
-7.4e-01
Erreur
8.9e-06
8e-6
7e-6
— be-6 %
— be-6 2
— 4e-6 Y
36 E

2e-6
le-6
-1.6e-07

FIGURE 7 — Affichage d’une solution EF, BR et de leur différence, pour p = (5.4, —0.87)
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3 Equation de la chaleur instationnaires

3.1 Présentation du probleme

Nous souhaitons nous intéresser aux cas des bases réduites pour les équations ins-
tationnaires. Pour cela, nous commencons par étudier les équations de la chaleur insta-
tionnaires. Nous posons le probleme suivant :

Soit 4 € D, nous cherchons a(t, X; 1) € C*([0,T], H'(R2)) telle que :

ou(t, X,
U(ét’/l) t,X;p) dans Q
( ~u) : a(t, X;u) = g(t, X) sur I'p;,
—k,Va(t, X; p). 7 = h(t, X;p)  sur [ye,

w(0, X;p) = tg(X;p)  sur Q
Avec f une fonction de C°([0,77], L*(€2)), g une fonction de C°([0,T], H/?(Q)) et h
une fonction de C°([0,T], L*(T")), toutes dépendantes de . Soit yy € D une valeur

quelconque de p. Nous posons @y = k,,%(10) la solution associée. Nous posons ensuite
u = 1u— g, ce qui nous donne :

- /quﬂ(ta X; PJ) =f

P

G(U(M) "’af[))(t,X) . KMA(U(N) + @0)(257)() — f(t’X;M) dans )

(P,) : u(t,X;pu) =0 sur I'pj,

—k, V(i) + o) (t, X). T = h(t, X; ) sur Dyey
ku(u(p) + ¢0)(0, X) = tg(X; ) sur Q

Nous obtenons de cette fagon une condition de Dirichlet homogene sur le bord I'p;,.

Nous posons alors V' := Cl([O, T],{v € H (Q),v|r,, = 0}) et nous nous intéressons a
la formulation variationnelle du probleme, pour tout v € V' :

Ou(n) +20)

— rpA(u(p) + go)v = fuv dX

ot
O(u(p) + o) _
/QTU — K A(u(p) + ¢o)v dX = /quv dX
Au(p) _
v+ V() - Vo dX = /Q fo dX + [ by ds
Iy
~ a—tov + K, Vo - Vo dX

0
57w 05 1) + alu, v; 1) = (05 ) (8)

Avec :

m(u,v) = / uv dX
0

a(u, vy p) = /Q@Vu(u) Vv dX

0
Fosp) = [ v dX+ [ o dS = Zmlgovi) = alpo vi)
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Pour montrer que cette formulation variationnelle mixte admet une unique solution
nous utilisons le théoreme de Lions [19].

Théoréme 2. (J.L. Lions)

Soit (H,|.|) un espace de Hilbert tel que H = H'. Soit (V,||.||) un autre espace de
Hilbert. Nous supposons que V- C H avec injection continue et dense, de sorte que :
VcHCV. Soit T >0 fixé, pour presque tout t € [0,T] nous nous donnons une
forme bilinéaire a(t;u,v) : V x V. — R vérifiant les propriétés :

(1) la fonction t — a(t;u,v) est mesurable Yu,v € V,
(it) |a(t;u,v)| < M||ul| ||v]] p.p. t €[0,T], Vu,v €V,
(iii) a(t;u,v) > aljv||* — Clv|* p.p. t €10,T], Vv € V,

ou o, M et C sont des constantes.
Soit le probléme :

P) < ?:,v > +a(t;u(t),v) =< f(t),v> pp. t€]0,T],VvoeV

u(0) = g

(9)

avec f € L*([0,T); V') et ug € V.
Alors le probléme (P) admet une unique solution v € L*([0,T]; V) NCO([0,T]; V) telle
que 3¢ € L*([0,T]; V).

Dans notre cas nous prenons H = L*(Q) et V = Hj (2, p;) muni chacun de leur
norme usuelle, ainsi toutes les hypotheses sur les espaces sont vérifiées.
Nous posons alors la fonction ¢ — a(u, v; 1), ou a est la forme bilinéaire du probléme
variationnel (8), cette fonction est trivialement continue, et par conséquent mesurable
pour tout t € [0,7]. Dans la partie (2.1), nous avons montré que a était continue sur
V. 1l nous reste a montrer que a vérifie (iii), soit v € V' :

a(v.vin) = [ 5,Vu- Vo dX
> (inf ess k,(2)) vli g

> Clvlig+Ilvlge = lIvle)
> Clvlliq = Cllvllq

Nous avons bien que a vérifie (iii), nous pouvons donc utiliser le théoreme de Lions
pour affirmer que notre probleme variationnel (8) admet une unique solution u. Comme
dans le cas stationnaire, il est évidemment possible de montrer que cette solution est
aussi I'unique solution du probleme (P,), si g, # 0.
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3.2 Discrétisation et résolution EF

Nous discrétisons tout d’abord lintervalle de temps [0,7] en K sous-intervalles.
Nous notons :

ot = — kot = t*
K

Nous utilisons alors la notation suivante :
u(t*, X) = u*(X)
)

En utilisant cette discrétisation en temps, nous pouvons approcher l'opérateur 5 en
utilisant le schéma d’Euler, soit :

o  uf—uF!

at ot
Soit & présent 75 une triangulation du domaine et la familles {¢;}¥, des fonctions de
formes associées. Nous posons alors :

(10)

V= Vect({pihl) = CH0.TLVs) CV

Pour 1 € D et pour k € [[1, K], nous cherchons alors u§(u) € Vs solution de :

gtm(U'E(u),v;u) +alug(p), v; p) = f(v; ) Vo€V

En utilisant 'opérateur discret de dérivée en temps, nous obtenons :

m(uk ,U; L) —m ukt , U5
(glan), vi ) 5 s ) 008 o), 0 ) = fw ) o € Vi
Avec :
N _omleh, v ) —mlgy o) g
floyp) = /quv dX + /szeu hyv dS 5 a(pg, v; 1)

Comme uf(u) € Vs, pour tout k € [[1, K] et que {¢;}Y, en est une base, il existe un
vecteur UF(u) tel que :

N .
uf () =S US () Uk(u) e RY

i=1

en prenant v = ¢;, j € [1, N], nous obtenons alors :

N . 1 X, 1
m(S° U () — US* D ()i, 055 1) + a3y U ()i, 055 1) = = (e
=1 i=0

AN ik L& 1
> U n) = U () mlen, o) + = 3 U () alons oy 1) = < fogi )
=1 1=0
1 _
s MY (US () = U~ () + AFUS () = (11)

En résolvant ce systéme pour une valeur de p donnée, pour k € [1, K], nous obtenons
une approximation EF de u*(u), que nous notons uf ().
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3.3 Probléme en base réduite

Supposons que K, f, et h, dépendent affinement de u. C’est-a-dire qu’il est possible
de les décomposer de la fagon suivante :

N Ny Ny,
h
K= O (1)K fu=2_ 0L (1) f hye =D Ok (1),
k=1 k=1 k=1
Nous utilisons alors ces décompositions pour ré-écrire nos formes bilinéaire et linéaire :

a(u,vyp) = /Q/i,iVu(,u) -V dX

= [ 6 mTu(n) - Vo dx

et de la méme fagon :

1 _
foim) = [ favdX + [ b dS = =m(gh — ¢ v ) - alel o)
Q FNeu t

Ny Np,
= /Q ST 0L (w) frv dX +/F > Or(p) v dS — c(ef, o5 v)
k=1

Neu l—1

FNeu

- Zeljcc(ﬂ)/ﬂfkv dX + ZHZ(M)/ hiv dS — ek, okt v)
k=1 k=1

th+1
= > 0" (1) fr(v) [avec ré-indicage]
k=1

Nous conservons la méme discrétisation en temps [0, 7] en K sous-intervalles. Nous
notons :

T
ot = — kot = t*
K

Nous utilisons alors la notation suivante :
u(t®, X) = uF(X)

Avec cette discrétisation nous avons la méme approximation de I'opérateur % que pré-
cédemment (10).

Nous posons maintenant S = {f,, k:p}f:l un échantillon de P couples tous distincts
de valeurs de p € D et de valeurs de k € [[1, K]. Nous notons {w,}!_, la famille des P
solutions associées, avec w, := u§(u,), p € [1, P]. Pour chaque u, et k,, nous avons que
w, € V3, si bien que nous avons :

Vy o= Veet({uw,}2,) € Vs
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Pour . € D, n’appartenant pas a S nous cherchons alors u ( ) € V,, pour tout k €
[1, K] solution de :

0

Som(ub (), vi ) + a(uk(0), v ) = fuip) VoV,

En utilisant 'opérateur discret de dérivée en temps, nous obtenons :

m(uk(p), v; ) — m(uk= (), v; )
5t

+a(uy(p),v;p) = fv;p) Vo€ Vp

Avec :

m k,v; —m k_l,v;
fo;p) = /quv dx "‘/F hyv dS — (#5310 St (5 H) _ a(gg, v; 1)
Neu

Comme u(p)k € Vj,, pour tout k € [[1, K] et que {w,}]”, en est une base, il existe un
vecteur U} (p ) tel que :

P
Wy = > USP (n)w; Uy(n) € R”

i=1

en prenant v = wj, j € [1, N], nous obtenons alors :

1 7 ik— P .
ot ;Ué k) (1) — 15 B (p)wi, wy; p) +a(;) U;S K ()wq, wj; p) = fwy; p)
PU”“ U(zk1 1 PUZk o |
Z ( >5tm Wi, Wj; W +Z wl,w],ﬂ)_f(%,u)
=1 ~
1 —
5 (U300 = 07 () + 405 ) = P (12)

Puis nous utilisons les décompositions affines des formes bilinéaire et linéaire afin de
décomposer la matrice A2 et le vecteur F})' :

(Az’,j) = a(wu wj; 1)

= ng ) ak(w;, wy)

=;wm@m

(E) = f(wi; p)
Nyp+1

= 5 0 A
=S 8 (79)

k=1
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Nous obtenons finalement :

Nep+1

1 I

57 Mo (UF ) = Uy )+20“ ) AU = X0 o' (w) FY| - (13)
k=1

Ou de fagon équivalente :
1 Ny th+1 ,
(5,0 + D2 65 (w) A)UR () = X2 6[" () F* + M, U~ () (14)
k=1 k=1

Nous remarquons que les matrices et vecteurs présents ne dépendent plus du parametre
1, il est donc possible de les pré-calculer.

Pour un temps t*, k € [1, K], partant de cette équation nous pouvons trouver
ub(p1) en résolvant un systéme linéaire de dimension P. Ainsi, résoudre entiérement le
probléme revient a résoudre K systemes de dimension P. Dans le cas stationnaire, nous
avons vu que résoudre un systeme de ce type et en assembler la solution BR cofite
O(P x N + P3) calculs. Comme l'opération est répétée ici K fois, nous avons un cofit
algorithmique de O(K (P x N + P?)). Si P est faible devant N, alors la méthode peut
étre tres intéressante comparé au O(K N?) calculs nécessaires en EF, surtout si K est

grand.

Cette fois-ci il nous faut cependant un échantillonnage en espace et en temps. Il est
possible d’utiliser un algorithme glouton pour construire cet échantillon. Cependant, ce
n’est pas recommandé, il est préférable d’utiliser un algorithme mixte POD en temps
et glouton en espace. Cet algorithme dépend de deux parametres N; et Ny dont nous
discuterons apres, ’algorithme est le suivant :

Algorithm 3 Algorithme POD-greedy
Require: : ¢, py, n=1, Nye N, Ny e N, N=N; — Ny, Z2=0

1. while n(p,) > ¢ do

2. Calculer {u#(j,)}5 , I'ensemble des solutions EF pour tous temps, pour s,
3:  Calculer la base N;-POD, i.e. {¢, 1V, = POD({ug(p)}szl; N1>
4 Z+A{Z, {Cn}l:ll
5 N << N+ Ny
6:  Calculer la base N-POD donnée par {§}Y, = POD(Z; N)
7o Vp = Vect({GHt)
. e e K — K
8 pnyy = argmax(p) = argmax ||uy (1) — up (1)l
9: n=n+1l
10: end while
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L’idée de I'algorithme est la suivante : nous commengons avec p; quelconque dans
Dy, la discrétisation de l'espace des parametres. Partant de ce pq, nous calculons sa
trajectoire en temps, i.e. la solution EF uf(u), Vk € [[1, K]. Nous compressons alors
cette base en une base N;-POD, en utilisant donc I'algorithme POD, d’ou 'appellation
«POD en temps».

La base N;-POD obtenue est ajoutée dans la base intermédiaire Z sur la quelle nous
appliquons ensuite 1'algorithme POD pour obtenir une base (/N + N;)-POD. Cette étape
sert a supprimer I'information redondante entre les différentes trajectoires en temps des
w1 utilisés. Nous pouvons remarquer que nous initialisons N a N; — N», de fagon a avoir
Z = {{¢ M} A la premicre itération. En effet, lors de la premicre itération, Z ne
contient pas d’éléments, il ne peut donc pas y avoir redondance de I'information.

Notre base réduite V}, est alors donnée par cette base (N+N3)-POD. Nous appliquons
ensuite la partie gloutonne en espace, c’est-a-dire que nous cherchons le ;1 € Dy, pour
lequel I'erreur entre la solution EF et la solution BR est maximale au temps final. Nous
choisissons le temps final t* car c’est le plus souvent le «sup» de l'erreur pour tous les
temps t*, k € [1, K]. Cela correspond donc a I'erreur dans la norme de C*([0, T], H(9)).
En répétant ce processus, nous obtenons finalement une base réduite contenant des
éléments issus de solutions pour différentes valeurs de p et de K.

Dans cette algorithme, le choix de N; et Ny est primordial. Il faut qu’ils soient
suffisamment élevés pour ne pas perdre d’informations, mais aussi suffisamment faibles
pour ne pas gonfler la base réduite inutilement. De plus, dans la version de I'algorithme
que nous avons présentée ici, nous les prenons constants, mais il peut-étre plus adapté
de les choisir a chaque itération. De cette facon, a chaque itération nous les choisissons
en utilisant le critere d’erreur (2) que nous avons vu dans la partie (1.2.4).
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Troisieme partie

Equations de Stokes

4 Equations de Stokes stationnaires

4.1 Présentation du probleme

Nous souhaitons utiliser la méthode des bases réduites sur les équations de Stokes.
Nous cherchons (a(u), p(p)) € (H*(Q2))? x L*(Q) solution du probléme (P,) suivant :

—v,Atu(p) + Vp(p) = f,  dans Q
) V-a(p) =0 dans Q
(Pu) : a(p) =g  sur Ipg
ou
V=g <:) (W7 =h, sur Tyey

Avec v, une constante positive, f, une fonction (L?(Q2))?, h une fonction de H/?(Q) et
h,, une fonction (L*(T"))?. Nous avons choisi d’utiliser une fonction g indépendante de
1 pour rester dans un cadre suffisamment simple. Néanmoins il est tout a fait possible
de prendre une fonction g, puis d’utiliser 'EIM afin de la décomposer.

Nous devons de nouveau traiter le cas des conditions de Dirichlet non-homogenes
afin de pouvoir construire des bases réduites. Nous posons py € D une valeur quelconque
de p et nous posons ¢y = u(y) la solution associée. Nous avons donc ¢y € (H'(Q2))?
solution du probléme (R) suivant :

—vulpo + Vp(po) = fu,  dans Q2
V-py=0 dans 2
(R): eo=g s Ty

Do
Uﬂoﬁ - p(MO)ﬁ> = huo sur I'yey
Nous posons ensuite u = % — ¢y pour obtenir :

At = A(u+ o) = Au+ Apy
V-iu=V-(u+¢)=V-u+V-pg=V-u
u-=(t—p) T =tn—gpy7=h—h=0

0u  O(u+) O +a¢0
on~ on oW oW

Ce qui nous ramene au probléme, trouver (u(u),p(u)) € (H(Q))? x L?(Q) solution du



4 EQUATIONS DE STOKES STATIONNAIRES 36

probléme (P) suivant :

—1,Au+Vp = f, +Apy dans ()
V-u= dans 2
(P) u=20 sur I'p;,-

_>
v —pn =h, — sur I'y
AT R

Avec v, une constante positive, f, dans (L*(Q2))? et h, dans (L*(I"))%. Nous posons a
présent les espaces V = (H}(Q,Tpi))? et Q := L*(Q) (ou Q = LE(Q) si Tyew = 0).
Ainsi, pour tout (v,q) € V x @, nous avons alors :

v, Au+Vp = f, —Apg
v, Au-v+Vp-v=f,-v—Apy-v

—/QI/MAu-ijVp-UdX:/qu-v—Agoo-vdX
ou
/QVMVU:Vv—p(V-v)dX:/qu-v—Agoo-vdX—i—/F(Vuﬁ—pﬁ)-vdS

| B ‘ Ity

a(u,v; 1) +b(p,v) = f(v; p) (15)

Ou a, b et f sont définis comme suit :

a(u,v;,u):/QVMVu:Vv dX
b(PaU):—/ﬂp(V-v) dX
Iy
f(U;M)Z/QfM-v—V%:VvdX+ - <hu_aj0>.vd5

Et de méme :

V-u=0
q(V-u)=0

/Qq(V-u)dX:O

b(q,u) =0 (16)

Nous pouvons alors écrire le probleme de la fagon suivante :

Trouver (u,p) € V x @ tels que V(v,q) € V x Q :
a(u,v; i) +b(p,v) = f(v; p) (17)
b(q,u) =0
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Nous souhaitons montrer que le probleme variationnel (17) admet une unique solu-
tion, pour cela nous rappelons le théoreme suivant :

Théoreme 3.
Soient X et (Q deux espaces de Hilbert, a et b deux formes bilinéaires continues :

a: XxX-—R b: QxX—R
(U, 'U) — CL(U,U) (Qav) — b((Lv)

et L,l deux formes linéaires continues :

L: X—R l: QQ—R

v — L(v) qg— 1(q)
Nous considérons alors le probléme suivant : trouver (u,p) € X X Q solution de

{ a(u,v) +b(p,v) = L(v) Vve X (18)

b(q, u) =1(g) VgeQ.
Si :
(i) la forme bilinéaire a et elliptique sur N le noyau de la forme bilinéaire b, i.e.

Ja >0, a(v,v)>alv]|x YveN

(7i) la forme bilinéaire b satisfait la condition inf-sup, i.e.

b
3850, infsup- 280 S
0€Qvex |v|lx |lallo

Alors le probléme (18) admet une unique solution.

De plus, nous associons a la forme b ’'opérateur B : X — (', ainsi que son opérateur
dual B’ : Q — X'’ défini par :

Yo e X, VgeQ, <q Bv>qgo=<B'q,v>x x=0b(q,v).
Puis nous introduisons un espace V' ainsi que son orthogonal et son polaire dans X :

N ={ve X; blqg,v) =0, Vg € Q} = ker(B)
Nt={veX; (v,w)x =0, Yw € V}
N ={leX"; <lw>xx=0, YweV}.
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Nous rappelons ensuite le théoreme de Babuska-Brezzi :

Théoréme 4. (Babuska-Brezzi)
Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe une constante 5 > 0 telle que :
b
inf sup ﬂ > 0.
1€Qvex [|vllx llgllq

(ii) L’opérateur B’ est un isomorphisme de Q sur N° et il existe B > 0 telle que

VgeQ, [Bqlx = Bldllq

(iii) L’opérateur B est un isomorphisme de N* sur Q' et il existe 3 > 0 telle que
Vo e N&, ||Bollgr = Bllvllo

Ce théoreme est tres utile pour traiter plus simplement la condition in f-sup (19),
il suffit simplement de montrer que pour tout q € @, il existe v € X tel que Bv = q et
lvllx < Cllq|lg'- Nous avons introduit tous les outils dont nous avons besoin.

Dans notre probléme variationnel, nous avons X =V = (Hg (2, Tpir))?, Q := L*(Q)
et 'opérateur B : v — V-v. Nous munissons V et () des normes usuelles, respectivement
I|.ll1.2 €t ||-]|o., nous savons que pour ces normes ils sont complets. Nous nous intéressons
alors a la forme bilinéaire a, pour tout u,v € V :

|a(u, v; p)| =

/QI/MVU : Vo dX|

vl Vullog [[Vol

vullulle [lv

< 0,0
<

1,0

Donc a est continue en 0 et par linéarité, a est continue sur tout V' x V. Nous avons
ensuite, pour tout v € V :

a(v,v;p) = / v, Vv : Vv dX
Q
2
= VMHVUHO,Q
Or si I'p;, # 0, alors nous pouvons utiliser 1'inégalité de Poincaré-Friedrichs, il existe
une constante C' > 0 telle que :
) 2
a(v,v; 1) = vl Vol o
Y 2
v
T
La forme a est donc elliptique sur tout V x V', donc en particulier sur A/ C V. Nous

nous intéressons a la continuité de la forme bilinéaire b, pour tout ¢ € ) et pour tout
veV:

>

(g v)| = \/qu ) dX‘

< lalloo [ V-l dx

< llallo.cllVvllog
< llgllo.cllVvll1e
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Nous avons bien que b est continue en 0 et, par linéarité, sur tout V' x (). Nous nous
intéressons finalement a la forme linéaire f, pour tout v € V', nous avons :

_ . _ 9
[f ()l = /qu-v—wjo.w X+ (hu ﬁ>.vd5
ds

Yom
o
< [[fullow vlloe + 1ollve lollve + | Il avz@) + 5=

Dty
Sommm+”%mﬂ+mewmﬁwéﬁ

< [ 1ol dX + Ja(o. )| + |

Neu

) H’YUHH1/2(Q)
H1/2(Q)

) ol
H/2(Q)

Nous avons alors que f est continue en 0 et, par linéarité, sur tout V. Il ne nous reste
plus qu’a vérifier la condition inf-sup pour pouvoir utiliser le théoreme d’existence et
d’unicité.

Soit ¢ € Q := L?*(2), nous posons le probléme suivant : chercher w € H?(Q) solution

de :
{—Aw =q sur )

w=0 sur 0f)
Nous avons vu dans la partie (2.1) que ce genre de probleme admet une unique solution
w € H*(Q). Nous posons v = —Vw, ainsi v vérifie les propriétés suivantes :

V-v=-V-Vw=gq
et il existe une constante C' > 0 telle que :
lwli3e < C*llallso
||w||gQ + |wﬁg + |w|§§z < CHQH?),Q
lwlga + lWlge +1vliq < Cllalga
= lvllue < Cllallos

En utilisant le théoreme de Babuska-Brezzi (4), nous avons que la condition in f-sup est
respectée par la forme bilinéaire b. Nous pouvons ainsi utiliser le théoreme d’existence
et d’unicité (3) pour affirmer que notre probleme variationnel admet bien une unique
solution (u,p) € V x Q.

Comme dans le cas de la chaleur instationnaire, nous pouvons montrer que la solution
du probleme variationnel et aussi solution du probleme (P,,). Soit (u, p) 'unique solution
du probléme variationnel et soit ¢ € (D)* C V, nous avons :

a(u, ) +b(p,p) — f(p) =0
| i Vo= p(V - g) ~ 9 dX =0
—/Qz/#Au~g0—Vp~go+f'godX:0
/Q (nu—Vp+f)-pdX =0  Vpe (DQ)C (L}2))% par densité
/Q (hu—Vp+f)-vdX =0  Voe (IA(Q))
(v, Au —Vp+ f) € (L2 () = —v,Au+Vp=f pp. sur
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Soit v € (L*(0))? et (u, p) 'unique solution du probléme variationnel :

/Vu:Vv—p(V-v)—f-vdX— hy-vdS=0
Q 1—‘Neu

ou —
—/Ql/uAu-v—Vp-v%—f-vdX—i—/FNeu (yuﬁ—pn>-vd5— FNe“hu-vclS—O

—/Q(VMAu—V]H—f)-vdX—i-/FN (Vu%—pﬁ—m)-vdS:O

Or nous venons de montrer que v,Au — Vp+ f = 0 presque partout sur {2, nous avons
donc : 5
u —
Vym= —pn —h,|-vdS=0
/I“Neu ( vom P # )

ou
(Vuajn . h#> =0¢€ (L*Tye))t = —HuVug=s ~ pl = hy, p.p.sur I'ye,

Finalement, comme v € V', nous avons : u = 0 sur I'p;,, et donc nous avons bien que
(u,p) est 'unique solution de (P,,).
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4.2 Discrétisation et résolution en éléments finis

Soit 75 une triangulation du domaine, de pas 0. Nous devons bien choisir les espaces
éléments finis pour respecter la condition ¢n f-sup des équations de Stokes. Nous prenons
{1 }22, la famille des fonctions de forme P2 et {1} }~*, la famille des fonctions de forme
P1. Nous posons alors :

Vs = (Vect({gn}i2y)) Qs = Vect({¥n}i2y)

Nous avons donc Vs x Qs C V x @) et nous pouvons réécrire notre probleme comme
suit :
Trouver (us,ps) € Vs X Qs tels que V(v,q) € Vs X Qs :

a(us, v; ) + b(ps, v) = f(v; p) (20)
b(Qa U5) =0

Or comme (us,ps) € Vs x Qs, il existe (Ui 5)12, (Ui )i et (P tels que :

u No UZ o1 No ' N1 )
w= () =X (o o) =Zuie m=Lw
i=1 =1

U2,5 UQ,(S ¥2,i i=1

En injectant ces expressions dans les équations (20), nous obtenons :
N2 N
i=1 i=1
Np
ZUa a(es, vs 1) ZR; (%i,0) = f(vip)

ZUé Qa@z =0

En prenant finalement v = ¢;, pour j € [1,No] et ¢ = 9y, pour k € [[1, Nq]], nous
obtenons :

ZU5 als, @5 1 +ZP5 (Vi 05) = s 1)

ZU5 (Vr, i) =0

o (AW B (Us\ _ (F(p)
B 0] \Ps 0
Avec les matrices A et B dont les coefficients sont donnés par :

(Aw). =alpi,5im)  1<i,j< N
(B)ri = b(¥p, 1)  1<i< Ny, 1<k<N,
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Et de la méme fagon le vecteur F'(u) est donné par :

(F(w), = flesn)  1<i<N

Pour résoudre le probleme avec des éléments finis nous devons donc résoudre un systéme
linéaire de dimension (N7 + N). Il faut ensuite ajouter la fonction de relevement g en
vitesse pour obtenir la solution (@(u), p()) attendue.

4.3 Probléme en base réduite

Nous souhaitons utiliser la méthode des bases réduites sur ces équations. Pour cela
supposons que les formes af(.,.; 1) et f(.; u) se décomposent affinement par rapport a p.
Nous avons donc :

a(u,v; 1) ZGk ) an(wv)  fi) =32 00(0) fi(v)

Pour que f(.; ) admette une décomposition de la sorte, il faut que f, et h, admettent
chacune des décompositions affines par rapport a pu. Rappelons que si le probleme n’ad-
met pas directement de décomposition de la sorte, il est toujours possible d’utiliser
I’EIM pour en obtenir une. Nous pouvons alors injecter ces décompositions dans la
formulation variationnelle (17) pour obtenir :

Trouver (u,p) € V x Q tels que Y(g,v) eV xQ:

ZH ) ax(u,v) + b(p, v) Zﬁf

b(q, u) = 0

Nous posons S = {y,}1_; un échantillon de P valeurs de 1 € D toutes distinctes et
{(wp, sp)}5-; la famille de solutions associées, avec w, = us(i,) €t s, == ps(p,). Pour
chaque i, nous avons que (wy, s,) € Vs x @Qs, si bien que nous avons :

Vy x Q= Vect({w, },1) x Vect({s,},_1) C Vs x Qs CV x Q

En supposant que V, x @, réalise une bonne approximation V' x ) notre probleme (20)

devient :
Trouver (uy,p,) € V, X @, tels que V(v,q) € V, X Q, :

alup, v; 1) + b(py, v) = f(v; 1)
b(Q? U,p) = O

Trouver (u,,p,) € V, X @, tels que V(v q) €V, xQ,p:

& Z 0% (1) ag(up, v; ) + b(py, v Z 07 (1 (21)

b(q, Up) = 0
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4.3.1 Approche classique

Soit ;1 € D tel que p n’est pas dans S, comme u, € V, et p, € @), il existe deux
vecteurs U, (1) et P,(), chacun de taille P, tels que :

P P
Uu i W15 i
() =Sum (5] @ n= 3B
i=1 ) i=1

En injectant ces décompositions dans la forme variationnelle (21) et en prenant v = w;,
et ¢ = s;, nous obtenons :

6800 ax( 0300 wiwy) +0( P s, ) = ZM ) fuluw)
k=1 =1 ;
b(ng(u) Sj,wi> =0

Na
ZU Z ) ar(w;, wy) +ZP;(M (si,w;) Zﬁf ) fr(w;)

i=1

P
ZP; b(sj,w;) =0

: N (z,’le ﬁ(u)Aﬁ <Bop)t> <Up(u)> _ (zkf 0/ (1) p>

Avec A%, B, et ) définis comme suit :

(A%);; = ar(w;, w;) 1<k<Ng, 1<i,j<P
(Bp)i,j = b(si,wj) 1< Z,] <P
(FF)i = fulw;) 1<k<N;, 1<j<P

Nous avons toujours des matrices {A';},]cvil et des vecteurs {Fﬁ}szfl indépendants de p
et pouvant donc étre pré-calculés. Cependant, apres assemblage nous obtenons ici un
systeme de dimension 2P. La résolution de ce systéme nous permet d’obtenir a la fois
une décomposition U,(p) de la vitesse dans V,, et une décomposition P,(u) de la pression

dans Q.

Cependant, nous remarquons que dans cette formulation, les valeurs de U,(u) sont
fixées uniquement par la partie B,U,(x) = 0 du systeme (ce qui rappelle la condition
inf-sup discrete en EF). Or cela induit généralement U,(u), ce qui n’est pas correct.
Pour faire fi de ce probléme, il nous suffit d’ajouter d’avantage de fonction u(u) dans la

base réduite de la vitesse. Ou nous pouvons utiliser 'opérateur de suprématie évoqué
dans [5]
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4.3.2 Approche monolithique

Contrairement aux éléments finis, les bases réduites proposent une autre approche
intéressante. Puisque nous avons le méme nombre d’éléments dans la base de V), et dans
la base de @), nous pouvons utiliser une approche monolithique. Soit u € D tel que p
n’est pas dans S, comme (u,(1), pp(p)) € V, X Qp, il existe une vecteur a,(u) tel que :

P .
(up(), po() = D ag, () (wi, 5:) ap(n) € RY

i=1

en prenant v = w; et ¢ = s, j € [1, P], nous obtenons :

Ng P ) P
> B () o (g, wyi 1) + b(Y b ()si, ) Zef ) felwy)
k=1 i=1 i=1
P .
bs;. 3 (u)uw) =0
=1

=1 k=1
Ng
o (S0 + (B - B oyl = 30} (22)
k=1
Ou les matrices A’; 1<k <N, et B, sont données par
(Ak)”—ak(wz,wj) 1<k<N, 1<ij<P
(B)ij = blsi,wy) 1<i,j<P

et les vecteurs F'* par :

(FM)i = fo(w))  1<k<Np 1<i<P

Comme pour I'approche classique, nous obtenons des matrices {A’; }¥e et des vecteurs

{F;}iv:fl indépendants de p. Il est d’ailleurs facile de voir que ces matrices et vecteurs
vont étre identiques a ceux de 'approche classique. La grosse différence est qu’ici pour
résoudre le probléeme en base réduite, il nous faut inverser un systeme linéaire de di-
mension P.

La résolution du probléme en EF demande O((2N? + N1)3) calculs, on N est le
nombre de Degrés De Liberté (DDL) des éléments P! et N? le nombre des DDL P2, En
comptant ’assemblage du systéme par rapport a pu, la résolution et I'assemblage de la
solution, la résolution du probléme en base réduite demande O(P x (N! + N?) + 8P?)
calculs avec 'approche classique et O(P x (N + N?) + P3) calculs avec approche
monolithique. Donc si P est faible devant N! et N2, I'utilisation d’une base réduite
peut-étre trés économique.
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4.4 Observations et remarques

Dans le cas des équations de Stokes, la vitesse et la pression ont tres souvent des
valeurs éloignées. Ceci entraine souvent de mauvais conditionnement pour les matrices
des systemes a inverser. Les matrices issues des bases réduites n’échappent pas a la
regle, ainsi quelle que soit I'approche le conditionnement sera toujours mauvais.

Cependant, ’approche monolithique apporte quelques avantages. En effet, la matrice
du systeme dans 'approche classique présente un gros bloc creux, qui peut influer sur son
inversibilité. En revanche, 'approche monolithique nous permet d’obtenir une matrice
pleine, de taille 2 fois inférieure, nous faisons donc des économies de calculs, de stockage
et son inversibilité ne pose plus probléme.

Pour ce qui est de I'approche classique, I’avantage principal est que la décomposition
en vitesse est indépendante de celle en pression. Nous pouvons donc espérer obtenir les
décompositions optimales pour chacune d’entre elles, et donc une erreur moindre. Ce-
pendant, apres plusieurs utilisations nous avons remarqué que la pression était souvent
plus «réguliere» que la vitesse. En théorie, nous avons que p € L*(Q2) et u € (H'(Q2))?,
donc la vitesse est plus réguliere. Mais dans nos exemples, comme f = 0, le pression
est linéaire et donc bien plus réguliere que seulement L?(€2). Ainsi, erreur en vitesse
domine l'erreur en pression, donc lorsque la base approxime correctement la vitesse, la
méme décomposition approximera correctement la pression.

De ce constat nous pouvons tirer deux perspectives pour les bases réduites en Stokes.
Pour commencer, comme la pression est plus «réguliere» que la vitesse lorsque f = 0,
peut-étre qu'une approximation construite uniquement a partir d’informations sur la vi-
tesse pourrait permettre de reconstruire la pression. C’est-a-dire que nous n’utiliserions
que la forme bilinéaire a et la forme linéaire f. Cette idée de reconstruire la pression en
utilisant uniquement des informations sur la vitesse présente un intérét certain et est
un de nos objectifs principaux.

Toujours sur la méme idée de régularité de la pression, il est tout a fait envisageable
de créer deux bases réduites séparées, une pour la vitesse et une pour la pression. Ainsi,
si la pression s’approxime plus facilement, nous obtiendrons une base plus petite pour
celle-ci. En utilisant une approche similaire a I’approche classique présentée, nous pour-
rions obtenir une matrice plus petite que 2P, plus «inversible» que celle de ’approche
classique et en méme temps mieux conditionnée que la matrice de I’approche monoli-
thique. En somme, cette base serait un bon compromis entre les deux méthodes.
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4.5 Exemple

Afin d’illustrer les aspects théoriques, nous proposons ’exemple suivant :
Pour 1 = (pu1, p12) € [1073,1074]x [0, 10], nous cherchons (u(p), p(p)) € (HY(Q))?x L*()
solution du probleme (P,) suivant :

— i Au(p) + Vp(p) =0 dans Q
V-u(p) =0 dans
(P.) u(pu) =0 sur Tgige
u(p) = (p2,0)"  sur py,
ou
Mlaj(@ - p(u)ﬁ =0 sur Loy
7
Sur le domaine suivant :
Fside
Fin Q Fout
Fside

FIGURE & — Domaine 2

Nous utilisons un algorithme glouton pour construire un échantillon S de P valeurs
de p, nous utilisons ici 'approche monolithique. Pour obtenir une base réduite de préci-
sion 1079, seuls deux éléments sont suffisants. Nous avons donc qu’un systéme linéaire
2 x 2 suffit pour résoudre le probleme proposé, indépendamment du maillage choisi.

M1 2
Wy 1x10°* 0.1

wy | 3.75 x 1074 | 5.2

TABLE 2 — Valeurs de u utilisées
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Solution base réduite Solution exacte

5.8e-02
0.04
0.03

— 0.02
—0.01
-0
—-0.01
—-0.02

[ -0.03

Amplitude

-0.04
-5.8e-02

Erreur

8.1e-12
[76-12
6e-12
— 5e-12

— 4e-12
— 3e-12

2e-12
le-12
2.3e-14

FIGURE 9 — Affichage de la pression p = (4 x 1074, 3.65)

Solution base réduite Solution exacte

3.7e+00
I 3
—25

(]
T
2
15k
1
05
6.56-02
Erreur

8.1e-09
[ 7e-9
6e-9

— 5e-9
— 4e-9
— 3e-9

2e-9
le-9
1.3e-13

FIGURE 10 — Affichage de la vitesse u = (4 x 1074, 3.65)

Amplitude

Amplitude

5.8e-02

0.04

0.03
—0.02
—0.01

-0

—-0.01
—-0.02

-0.03
-0.04
-5.8e-02

'

— 1.5

|

3.7e+00

3

—25

2

1

0.5

Amplitude

Amplitude

6.5e-02"
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5 Equations de Stokes a géométrie paramétrée

Maintenant que nous avons vu comment déployer des bases réduites sur des équations
de Stokes paramétrées, nous souhaitons nous pencher dans le cas précis ou le parametre
influe sur la géométrie du domaine.

5.1 Présentation du probleme

Pour rester dans un contexte simple, nous nous limitons ici a un seul parametre.
Nous posons D := [pu™", u™**] et nous introduisons 2, le domaine déformé selon y de

la fagon suivante :

T, : Q, — QO
(xay) — (me(xay)vay(l‘:y))
T, Q—Q,

T T

FI1GURE 11 — Exemples de déformation

Nous notons  le domaine de référence. L’application réciproque T, ! permet de
déformer ce domaine de référence (en fonction de p) pour obtenir ,. A contrario, T,
permet de «redresser» {2, pour obtenir Q. Pour pouvoir appliquer la méthode des bases
réduites, il est nécessaire de connaitre ces deux applications.
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Partant de cela, nous introduisons le probleme suivant :
Nous cherchons (u(u), p(p)) € (H*(Q,))? x L*(£2,) tel que :

—vAu+Vp=f, dans (),
V-u=0 dans,
(Pu) : u=0 sur I'p;

ou
yajn - pﬁ) =h, sur I'ney,

Avec f, € (L*(Q,))* et h, € (L*(T',))?. Nous décidons de ne pas imposer de condition
de Dirichlet non-homogene pour rester dans un cas simple. Il est cependant possible
d’en imposer puis d’utiliser un relevement pour s’en affranchir (cf. (4.1)).

Ce probleme est donc posé sur €2, or pour utiliser une base réduite il nous faut
pouvoir combiner linéairement des solutions pour différentes valeurs de p. Pour faire
cela, il va nous falloir exprimer ce probleme sur le domaine de référence (2.

Nous posons V := {v € (H'(Q,))?| v, = 0}. Soit v € V, nous avons :
—vAu-v+Vp-v=Ff, v
/ —VAu-v+Vp-vdX:/ fu-vdX
Q, 2,

b,

/ﬂyvu:vav-vdxz/ﬂfu-vdXJr/ h, v dS
u " r

Neu

ou
qu:VU+pV-vdX:/Qufu-vdX+/Fu (Vﬁ—pﬁ>-vds

a(u,v; ) + b(p,v; ) = f(v; p) (23)

Avec :

a(u,v;p) = / vVu: Vv dX

o

b(p,v;u)Z/Q pV v dX
f(v;,u):/ fu-vdX%—/ hy-v dS
QH 1_‘Neu
De la méme fagon nous posons @ := L?(§,) et soit ¢ € Q :

q(V-u)=0
/ ¢V udX =0
QP’

b(q,u; ) =0 (24)

La formulation variationnelle associée au probleme (P,) est donc donnée par :

Trouver (u,p) € V x @ tels que ¥(q,v) € V x @ :
a(u, vy ) + b(p, v ) = f(v; p)
b(q, u; 1) =0
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5.2 Déformation des opérateurs

Nous commencons par rappeler les opérateurs vectoriels utilisés ici, soient
u = (ug,us) et v = (vy,v9)" deux éléments de (H'(Q2))? :

8@ v.og=dn, Ow
V = 875 ox dy
0y Ouy 0 Ouy 0
Vi vy Qmdu 0w 0n
oxr Ox Jy Oy
Ouy Ous
8787 i aUQ 81)2 4 aUQ 87}2
- T2tz T2 UM2
Vu = iy 873/2 ox Oxr Oy Oy
Oy Oy = (Vu)'Vou: I

Nous souhaitons alors exprimer ces opérateurs par rapport aux variables du domaine
de référence. Pour cela nous nous intéressons au changement de variable :

(2,9) = Tu<$73/) = (Tu,x(%y)aTu,y(xay)) (z,y) € Q

Nous donnes alors deux lemmes trés importants pour les changements de variables dans
des intégrales [15].

Lemme 1.
Soit Qg un ouvert de R™, T un difféomorphisme «réguliery et 1 < p < 4o00. Alors
f e LP(T()) si et seulement si foT € LP(Qy), et nous avons :

/ de:/ FoT |Jn| dX (25)
T(Q0) Qo
D’autre part, f € WYP(T(Q)) si et seulement si foT € WHP(Qy), et nous avons :

(V) oT = ((Jr) ™) V(foT) (26)

Lemme 2.
Soit g un ouvert borné régulier de R™, T un difféeomorphisme «régulier». Soit

f € LYOT()) alors foT € L'(9), et nous avons :
/é)T(Qo) fds= /emo foT |Jrl H<(‘]T)_1>t ' ﬁHR” s (27)

D’apres 1’égalité (26), nous avons donc :

V=J V= ((Jg) ")V (28)
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Nous en déduisons les expressions des opérateurs précédents sur le domaine de référence :

9
V=tV =i | Y Vou=Jp Vi
a9
Vu: Vo= (JpaVa) : (J V)
5;%1 38@} = (Vo) J vid) < Tt
ot &, ot T N # .
V= JpaNu=Jra ja, Dt = ((Vo)y'Va) : (JprJi o)
0%

A

Nous posons V = {0 € (HY(Q))?| b, = 0} et Q = L*(), puis nous notons
Dir

t:=uoT € Vetp:=poT € Q. En utilisant les expressions précédentes, nous pouvons
maintenant reformuler les formes linéaire et bilinéaire comme suit :

a(u, vy p) = / vVu: Vo dX

"

= [v((Voo T VuoT,) : 1 |Jr,| dX

I
e}
<
~

Qpu
+ / (haoTp) - (voT,) |z, | [T - T, d5
FNeu s R
= | fu-0 || dX
S o 1
+ by 0 I, | || s - 7|, dS
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Finalement en utilisant les deux lemmes que nous avons énoncés précédemment,
nous avons équivalence entre les deux problemes variationnels suivants :

Trouver (u,p) € V x @ tels que ¥(q,v) € V x @ :

a(u,v) + b(p,v) = f(v)
b(q,u) =0

>

P) eV xQ tels que V(§,0) e V x Q

Pour pouvoir résoudre le probleme en base réduite efficacement, nous devons comme
toujours supposer que f, et h, dépendent affinement de p. C’est-a-dire qu’il est possible
de les décomposer, directement ou via I’'EIM, de la fagon suivante :

Ny Ny,
Fo=S0l) e hy =Y 0 (u)h
k=1 k=1

5.3 Linéarisation des déformations affines

Supposons que la déformation du domaine 77 ! soit affine, par conséquent 7, est elle
aussi affine. Nous pouvons alors I’écrire de la fagon suivante, soit X € Q,, :

T.(X)=M,'X+N,
Avec M, € M3(R) et N, € R Nous en déduisons alors :

B B le(,u) ml,Q(M)
T (X) = M, = <m2,1(,u) mm(#))
Ty (X) (g (X)) = MM,

W Iz

2 2

. miq + My m1,1Ma 1 + M1 2M2o 2

= 2 2
m1,1Ma1 + M1 2M2 2 maq + M3 9

- () 202)

Il apparait assez clairement que les matrices JTM—I et JTH—1<JTH—1)t se décomposent de la
fagon suivante :

T —=m 10—|—m01+m 00+m 0 0
T;l - 1,1 O O 1,2 0 O 2,1 1 0 2,2 O 1

4

=> my(p)M,, (avec ré-indicage)
k=1

t 10 01 0 0
JTu—l(JTu—l) =N <0 0>+h2 (1 O>+h3 (O 1)

3

= th(u)ﬂz
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L’important dans ces décompositions est que les matrices ne dépendent pas de p. Nous

avons aussi :
1 1

B |JT;1| B |m1,1m2,2 —m172m271| B

e = D(1)

Nous ré-utilisons toutes ces expressions dans nos différentes formes :

| J1,| d(p)

JLow
|75,

6(a,9; ) :/f)u((w)tw) (i T )| dX

-1
©w

o((909a) (Xm0 ) a%

Mwb,\

N
Il
MR

I
(]
=
S
=
N—
Q>
=
\.§>
>
SN—

N
Il
—

b(p.0310) = [ (T V) -0l | X
4
= [y (et )%) -0 a ax
k=1
4 A A
= S melp) [ p(MV) -5 dX
k=1 Q
4 A
= > my(p) bn(p, )
k=1
f(@,/i) = A Au'@ |JTM‘ dX
+ /fN by 0 L) | 7, 48
Nf .
:/ (Z@f(u)ﬁ) 0 d(p) dX
€\ k=1
Ny, R
o <29;’$(u)hk> - d(u)D(p) dS
New \ k=1

Nyp,

=> 0" (1) fr(9)  (avec ré-indicage)
k=1

Comme pour I'exemple de chaleur nous obtenons a présent des formes bilinéaires et
linéaire indépendantes de .
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5.4 Probléme en base réduite

Comme pour les parties précédentes, nous commencons par nous doter d'un échan-
tillon S = {pp} de P valeurs de i € D toutes distinctes, nous avons alors la famille
{w1p, wap, sp}_, de solutions associées, telles que wy, = U1(pp), wop = U2(p,) et

sp = P(p). Or, pour chaque p, considéré, nous avons que {wy p, wayp, Sp} € Vs X Qs,
nous pouvons en déduire :

Ve x Qp = Vect({wyp, wap}h_y) x Vect({s,}1_y) C Vs x Qs

En supposant que Vp x Qp réalise une bonne approximation de Vs x (05, nous pouvons
ré-écrire notre probléme comme suit :

Trouver (ty, p,) € V Q tels que V(q,0) € VP X Qp :
0@y, ; 1) + by, 0 1) = f(3; ) (29)
b(q, tip; ) =0
5.4.1 Approche classique

Soit € D tel que i n’est pas dans S, comme @, € f/p et p, € Qp, il existe des
vecteurs U, () et P,(u) de RY tels que :

P

u i W, A i

<U17p> Z U ( 1 ) B Z Pp(,u)S
2,p Wa,i i=1

En injectant ces décompositions dans les formes variationnelles (29) et en prenant o = w;
et ¢ = s;, nous obtenons :

P 3 4 th
D Upn) 3 i)y, 0) + Fy(10) 32 s 0)bepy 8) = 32 6 (1) D)
i=1 =1 k=1
P
20, ka )oi(d, ) =0
1 —

- (5421%’1;% SR () - ()

Avec les matrices A;, By et les vecteurs Fj, définis comme suit :

(siwj)  1<ij<P 1<k<4
(Fr)i=f(w)) 1<i<P 1<k<Ng

Dans ces expressions, nous remarquons que chacune des matrices {A;}7_; et {Bi}i_;
et chacun des vecteurs Fj sont indépendants de p et peuvent donc étre pré-calculés
dans la partie of fline. Apres assemblage nous obtenons ici un systeme de dimension
2P. La résolution de ce systeme nous permet d’obtenir a la fois une décomposition
U, de la vitesse dans Vp et une décomposition P, de la pression dans Q p. Cependant
nous pouvons faire la méme remarque que dans la partie (4.3.1) concernant le nombre
d’éléments dans la base réduite en vitesse.
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5.4.2 Approche monolithique

Avec le méme échantillon S et la méme famille {w; ;, wy;, s;}2; de solutions associées
telles que décrites pour 'approche classique. Nous avons toujours que :

V, x Q, = Vect({wy 3, ws; Y2 }) x Vect({s;}2)) € Vs x Qs

En reprenant la formulation variationnelle (29), nous avons :

Trouver (4, p,) € Vp x Qp tels que V(q,0) € VP X Qp :
3 Ngn

& ;hl( (@ +ka )b (D )—kzegh(u)ﬁ(@)
kzmk(u)f? (4, 1) ~0

Trouver (ty, p,) € ‘7 X Qp tels que V(§,0) € ‘A/p X Qp -

= 3 . Ngp R
> hu(p)a(ty, 0) + ka ) (0B, 0) — bi(@, @) = D 0" (1) fi(9)
=1 k=1 k=1

Soit u € D tel que p n’est pas dans S, comme (u,(1), pp(1)) € V, x @, il existe un
vecteur a, () tel que :

(up(0) pp() = Y () (wiys)) () € RY

i=1
en prenant v = w; et ¢ = s;, j € [1, P], nous obtenons :

= 2_3%(#)%(2@2(@%%) +b<Za§;(u)si,wj>

i=1

= Za;w)(zhz(u)amwmwj)+gmk<u>(bk<s“w]> Bk<smwz>))=
> o 0w

(Z M)Ay + Y () (B — B@)apw) =Y 0l()F (30)
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Avec les matrices A;, By, et les vecteurs Fj, définis comme suit :

(Al)i,j: l(wi,wj) 1 S’L,j SP 1 SZSB
k(5i, w;) 1<4,5<P 1<k<4
(F)i=fw;) 1<i<P 1<k<Np,
Nous avons toujours des matrices A;, By et des vecteurs Fj indépendants de p, ils
peuvent donc étre pré-calculés. Ainsi, pour une nouvelle valeur de p, il suffit d’évaluer

les hy(pe) et les my(p) puis d’assembler le systeme. Une fois le systeme (de taille P) résolu,
nous obtenons la décomposition X(u) de la solution dans la base réduite Vp x Qp.
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5.5 Linéarisation des déformations non-affines

Supposons a présent que la déformation du domaine T ! n’est pas affine, par consé-
quent 7T}, n’a pas raison de I’étre non plus. Plus généralement, supposons que sa jaco-
bienne n’admette pas de décomposition de type :

Ty = Z () M (X)

Nous souhaitons tout de méme utiliser les bases réduites. Pour cela, nous allons utiliser
I’EIM afin de construire des approximations linéaires de nos matrices d’intérét.

Commencons en notant :

5, ()] = d(X; 1)
| 75,4(X) - 7|, = D(X:p)

Puisque 7}, n’est pas affine, son déterminant ne sera généralement pas a variables sépa-
rées. Nous devrons donc l'insérer dans les expressions des matrices.

Nous notons la jacobienne de T, I de la facon suivante :

o (X) = d(X5 ) (Z;g Zi Zig //3)

En utilisant I'EIM sur chacune des fonctions de cette matrice, nous obtenons I'expression

suivante : N1 ) Na )
J1(X) = (Zﬁ\?l v (X)e; (1) 23‘\71 v (X)eg; (N))
T St v (X))@ () i v (X)ei(w)

Notons qu’en général, chaque fonction m; va nécessiter un certain nombre de fonctions
N;, i € [1,4], différent pour étre correctement approchée. Le nombre de fonctions
dépendant de la régularité des m;, si une des fonction est tres chaotique, son N; peut
étre élevé. Ceci va alors se répercuter sur le u-assemblage et donc sur le temps de calculs.
L’EIM permet de contourner une difficulté, mais a néanmoins un cofit.

Passons maintenant & la décomposition de J,-1(J,-1). Nous ne pouvons pas réutili-
" "

ser les décompositions des {m;};_, établies pour la jacobienne, nous sommes obligé de
réutiliser I'EIM. Notons JTIII(JTJ1> de la facon suivante :

Jp1 (X)) (Jp1 (X)) = d(X; )

2 2
< mi, +miq my1ma1 + m1,2m2,2>
u w

2 2
My 1M1 + My 2Ma 2 myq =+ Mj 9

oy (X ) ha(X, )
= d(X; ) (hz(x, Z) ha(X, 5)>

L’avantage de cette matrice est qu’elle est symétrique par construction. Ainsi, nous
aurons une EIM de moins a effectuer. En utilisant ’'EIM sur chacune des fonctions de
cette matrice, nous obtenons I’expression suivante :

XX () S X (X)EF (1)
J—lX J—lX t:<211X'L( ZILL z:le zM)
i OV (N = {0 e £ ¢ 0em)
Nous pouvons faire la méme remarque que pour la jacobienne concernant les N;, ¢ €
[1,3]. La aussi la régularité des fonctions {h;}?_; va jouer un role important.
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Cependant, une fois ces deux matrices décomposées, nous pouvons les réécrire dans
la forme qui nous interesse, a savoir :

Jp1 = d(X,M)<m1(X7M) ((1) 8>+m2(X’“) (8 (1)>

+ms(X, ) ((1’ 8>+m4<x,u> (8 ‘f) )

= Sou00 (g o) + e (g o)
# 3o 0 (] ¢) + vt (g )

= or(p)Mi(X)  (avec ré-indicage)
Et de la méme fagon pour la seconde matrice :

Jpi (Jpr)t = d(X, p) (hl(X, i) <(1) 8) + ha(X, 1) <(1) (1)>

ol

= > A (Xel ) (1 O) WA (2 5>
30, (00
—I—ZXZ )& (e (0 1)

2N
= Z §(p) Hy(X
=1

Notons finalement, N,, = 37, N; pour la jacobienne et N, = 3> | N; pour la seconde.
Nous avons donc :

JTN_I = Z or (1) My, (X) JTI_I T—1 Zfl

Comme pour la partie affine, I'important a ce stade est que les matrices ne dépendent
pas de p.
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Nous ré-utilisons toutes ces expressions dans nos différentes formes :

a (4, o: 1) :/Qy(m)tm (g T ) I, A%

= |, v((voyva) - (gémmHl(X)) e
=3 [, ((99)¥) : 1) 4

b, i) = [ P +9) -0l | dX
Nm,
- [o((Estinneo)v) o ax
k=1
Nm A A
=Y ) [ pONX)V) -0 aX
k=1
Nm A~
=2 r(1)be (P, 0)
k=1
f(@mu): a Au'@ | Jr,| dX
+ [ b g | 7 48
'y
Ny
- [, (Zetuon) o pexin) ag
k=1
Np
New \ k=1
th R
=> 07" (1) f(®)  (avec ré-indicage)
k=1

Pour que f (.; ;) admette une décomposition, il faut aussi que D(.; ) en admette une.
Encore une fois, il est possible d’utiliser 'EIM pour trouver une décomposition.

Nous aboutissons finalement a des combinaisons linéaires de formes indépendantes
de p. Le reste de la méthode va alors étre totalement similaire au cas affine, avec toujours
deux approches (classique et monolithique).
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5.6 Exemples
5.6.1 Exemple de la sténose

Afin d’illustrer la méthode des bases réduites sur une géométrie paramétrée, nous
proposons un exemple qui permet de modéliser une sténose. Cet exemple est tiré de
'article [5]. Nous alors, pour p € D :=[—0.8,0.8] :

T, : Q, — QO
(I’,y) — (:C7 (1 + MSID(27Tx))y)
T;l : Q—Q,
R 1
Z, p ~
1+ psin(2nz

(2,9) — )?3

>

mn

Q,u:0.7

FIGURE 12 — Exemples de déformation

Nous notons donc 2 :=]0, 1[x]0, 1] le domaine de référence, Papplication T,! permet
de déformer ce domaine de référence et 7, permet de «redresser» €Q,,.
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Partant de cela, nous introduisons le probleme :

—vAu+Vp=20 dans €,
V- -u= dans €2,
u = sur I'sige,u
(Pu) ou <1> -
Ve —p1 = sur I';,
on 0 &
0
I/a% — pﬁ =0 sur oy

Comme détaillé précédemment, nous avons le probleme :

Trouver (u,p) € V x @ tels que ¥(q,v) € V x @ :
a(u,v; 1) + b(p, v ) = f(v; )
b(q, u; 1) =0

Avec :

a(u,v; p) = / vVu : Vo dX

Q.

bpvip) = [ PV v dx

Nous connaissons 7},, nous pouvons donc calculer Jy—1 et Jp—1(Jp-1)" :
Iz Iz H

1 0
JT‘:l = | _ _2mpcos(2nz) A 1
(

1+psin(27g))? 1+psin(27g)

1 _2mpcos(2mE)
. (1+u si2n(27'r:f:))2 )
JTN_I (']Tu_l) - _ 2mpcos(2mE) 27 cos(2mR) A + 1
Arpsn2ra)2? | Urpsin@ee))zY 1+ psin(273)

De plus :
det(Jp,) = 1+ psin(27x) et = (14 psin(2rz))y
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Nous utilisons alors ces calculs pour trouver les formes sur le domaine de référence :

a(u,v;p) = /glu((ﬁﬁ)tﬁﬁ) ; (JT;J,_’}E)UTH\ dX
B ' [0l 0D, Oy 0Dy
—/Qu(l#—usm(%m))(aj % + 7% 8:%)
(00,00,  Oliy 00y  Otiy 001 Dl DDy
— 19 9 b2
v cos( my(a@ 95 "oz 09 09 0z 09 a&)
, 1+ 4m2p2 (.:os (271'1;) 01, 001 . 81?12 8173 J%
1+ psin(27z) o9 09 = 09 09

Le probleme devient donc :

Trouver (4,p) € V x Q tels que ¥(§,0) € V x Q :

Nous posons ensuite :

1 + 472 u? cos? (27 2) >

hes o (2.6
(&, 9) = 1+ psin(272)

remarquons que hy et hy se décomposent affinement par rapport a u, mais pas hz pour
laquelle nous devons utiliser 'EIM. En utilisant cela (cf. partie (1.3.2)), nous obtenons

des décompositions des formes A1 ), h(2,u) €t I3, ) en respectivement 2, 1 et 16 fonctions
indépendantes de pu, soit :

1# (z,9) = Z 9“ h“ ,0) h(g,u (z,9) = Z 6”2 hZ2 ,7)
ia=1

i1=1
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o (.9) = - 62 ) K (.9)

i3=1
En utilisant ce que nous avons développé dans la partie (5.5), nous obtenons :
2

a(a, o p) = Y- 07 (1) ol (@ @+ZW <Mﬂ@+2% ) (@1, %)

=1 io=1 i3=1

Avec, pour iy € [[1,2], i =1 et i3 € [[1,16] :

. . 011 00 Oty 00 N
Lit/n s\ A A 1 0U1 9 0Vg
“ (u’v)_/fzhl(xy)<8x 8x+855 (‘%)dX

0, 001 Oty Doy Oy 001 Dl D0y -

2200 0) — [ W (4.4 10Uy 2 OV 10Uy 2002 ¢
@™ () 92(”)<ax 99 "oz op T op 0 | op 0a

) « Oty 00 Oty O N

s (g o) = | Bis(5 4 1 001 2002\ %
ta0) = [ (G0 + o)

en utilisant un ré-indigage approprié, nous avons :

Nous faisons de méme avec la forme b, nous avons :

b(a, 0 : Z 0 (1) bV (0, D) + Z 02 (1) b>2(0, 0) + b (4, )
i1=1 ig=1
Avec :
. 00,
bl,zl ~ /hzl AN
(4,0) = (,9) p=
bRz (0, 0) = / hiz (%, 9) %”} dX
A 502 A
B) =

Et finalement avec ré-indicage :

Nous pouvons a présent utiliser I'algorithme glouton afin de construire une base
réduite pour le probléme. Nous choisissons d’utiliser un seuil € = 107%, nous obtenons
alors une base comportant 40 éléments. Ci-dessous nous représentons les valeurs de
i retenues dans I’échantillon ainsi que ’évolution de l'erreur en fonction du nombre
d’éléments.
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Valeur

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-04

-0.6

-0.8

erreur (log)

Solution base réduite

Valeurs de /s
*

10 15 20 25 30 35
nombre d'elements

FIGURE 13 — Valeurs prises par

Erreur en norme H'

T fx)=e”

base réduite
0.35

20 25 30
nombre d'elements

FIGURE 14 — Evolution de l'erreur en norme H*

Solution exacte

e+00

R w

O OOOOOEOO——— —
O NWhOION®O
Amplitude

.

e+00

3.5e-05
3e-5
2.5e-5
— 2e-5
— 1.5e-5
— le-5

[ 5e-6
9.56-09

Amplitude

F1GURE 15 — Affichage de la pression p = —0.45

!HHHH

O 00000000 ——— —

—N W

O NWAOIONN0WWO

e+00

e+00

Amplitude

64
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Solution base réduite Solution exacte

3.7e+00
3
2.5

—2

— 1.5

—1

0.5
3.5e-09

3.7e+00
3
2.5

)
15
1

N
3.56-09

Amplitude
Amplitude

Amplitude

FI1GURE 16 — Affichage de la vitesse p = —0.45

Comme nous pouvons le constater sur la courbe de la figure 14, en utilisant cet
algorithme ’erreur est strictement décroissante et sa convergence est exponentielle. Nous
illustrons aussi la courbe f(z) = e %3**7 qui semble trés bien approcher la courbe
d’erreur de la méthode. Afin d’illustrer le bon fonctionnement de la base réduite nous
avons affiché une solution EF (us(), ps(¢t)), la solution BR associée (u, (), pp(pt)), ainsi
que leur différence, pour une valeur de p € D.

Erreur en norme H'

base réduite
- - - fx)= 035

erreur (log)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
nombre d'elements (log)

FIGURE 17 — Evolution de Perreur en log-log

Finalement nous affichons I’évolution de I'erreur avec le nombre d’éléments en log, de
cette facon nous pouvons encore mieux rendre compte de la convergence exponentielle
de la méthode.
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5.6.2 Exemple de la bifurcation a géométrie paramétrée

Maintenant que nous avons mis en évidence le bon fonctionnement de la méthode
base réduite a travers un premier exemple, nous souhaitons aller plus loin en nous inté-
ressant a une bifurcation a géométrie variable. Notre exemple présente une bifurcation
a une entrée et trois sorties, nous souhaitons paramétrer la largeur des sorties. Nous
posons D := [0.1,0.9] x [0.1,0.9], nous avons donc que p = (p1, f12). Nous introduisons
ensuite 75 le maillage du domaine Q) de référence. Sur ce maillage nous notons 9 sous-
domaines {Q7}?_,. Puis nous introduisons finalement I'application de déformation du

domaine :
T, : Q, — O
(x,y) — (Tj’r(x,y),TLy(m,y)) si (z,y) € Q, Vie[l1,9]
T, Q—Q,
(&,9) — (T3 (8,9), Ty (@,9)  si(2,9) €D, Vie[1,9]
Q(/11:0.3, n2=0.2)
A Q| 9
Fside P00
@ oo o P
Q ! Q Ay | Q(u1:0.7, ;1,2:0.1)
r;, -

FIGURE 18 — Exemples de déformation
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Nous avons alors la liste des déformations sur chacun des sous-domaine :

ol ()= 0o )6 () | 6) -G 3 6)+ )
@) w)C) ()=l 20
S )6 w)C) ()= 2)0)

Nous remarquons que dans cet exemple toutes les déformation proposées sont affines.

Il est donc tres rapide de trouver les JTZ _1, il suffit en effet de prendre directement les

matrices des applications réciproques. De plus il est possible de grouper certains do-
maines par deux lorsqu'’ils présentent la méme déformation. Ainsi nous pouvons réduire
notre domaine Q & 5 groupes : (G' =, G2 =02+ Q% G =P+ Q8 G* = O+ P,
G5 Q? + Q8)
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Sur chacun de ces 5 groupes de domaines, nous utilisons ce que nous avons développé
dans la partie (5.3) et comme les jacobiennes sont diagonales, nous avons :

a(d, ; ) = /Q v((V0)Va) : (Jpor o) g, | dX

4

5

=3 [ (Vo) a) « (g Iyl | 4%
i=1
5 A A 3 . . . A
=3 [ (@orva) : (Cnitom: ) ax
i=1 I=1
52
= > hy(p) a*'(a,0)
=1 1=1
10
=Y 0'(n) @'(4,0) (avec ré-indicage)
=1

10
=>"0" () b"%(p,0) (avec ré-indicage)

En utilisant la résolution monolithique, part. (4.3.2), nous avons donc notre probléme
en base réduite :

(Zf)i(u) A+ ZW(M) (B; - Bi)> ap(p) = F

Avec toujours a;, € RF la décomposition de la solution dans la base réduite Vp X Qp et
Ay, By, F définis comme suit :

Nous utilisons alors cette formulation pour I'algorithme glouton, en imposant un seuil
de ¢ = 1075, Cependant cet exemple ne se plie pas aux bases réduites. En effet, méme
avec des base de 50 & 100 éléments, nous n’obtenons pas d’erreur inférieure a 1071, Ci-
dessous nous représentons ’erreur pour des bases de 1 a 50 éléments toujours construites
a partir de I'algorithme glouton.
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Erreur en norme H'

base réduite
erreur moyenne

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
nombre d'elements

FIGURE 19 — Evolution de l'erreur en norme H*

Nous constatons sur ce graphique que nous n’obtenons pas de convergence réelle
de l'erreur et encore moins la convergence exponentielle et strictement décroissante
attendue. En plus de l'erreur en base réduite qui correspond a ’erreur maximale pour
toutes les valeurs de p € Dy, nous décidons de représenter I’erreur moyenne. Cependant,
nous n’obtenons pas de résultats concluants avec 1’erreur moyenne.

Nous remarquons que ce probleme englobe en réalité deux comportements tres dis-
tincts : Soit gy > e, c’est-a~-dire que le diametre de ’embouchure verticale est plus
grand que celles horizontales, et dans ce cas le flux sort principalement par la premiere.
Ou bien ps > p1 et dans ce cas, ’écoulement est inversé, i.e. sort principalement par les
embouchures horizontales. La présence de deux cas de figures tres différents est contraire
a la logique d’une base réduite.

Nous décidons alors de restreindre la construction de la base réduite a I'un des deux
cas. Nous choisissons de prendre D = {u = (p1, u2) € [0.1,0.9], tel que py < ps}, c’est-
a-dire que I'embouchure verticale est toujours plus petite que celles horizontales. Nous
appliquons alors le méme algorithme greedy que dans le cas précédent et nous obtenons
les résultats suivants :

Valeurs de 1
* *

0.8 * * Lk
* * * L J
0.7 . * * *
* *
* * .
* %,
0.6 * * e
* .
* * *
~
= 05 * *
<
3 *
©
> 04 * * * .
*
* * g
03 *
*
* ¥

0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8
Valeur Hy

FI1GURE 20 — Valeurs prises par
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Erreur en norme H'

base réduite
erreur moyenne

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
nombre d'elements

FIGURE 21 — Evolution de l'erreur en norme H*

Nous pouvons alors effectuer plusieurs observations. La premiére chose est que nous
n’obtenons toujours pas la convergence exponentielle et strictement décroissante atten-
due. Cependant, nous pouvons remarquer une nette amélioration quand a la premiere
version. De plus, nous pouvons souligner un «départ» de convergence exponentielle sur
les premiers éléments (mis en évidence ici par une séparation). Enfin nous remarquons
que Perreur moyenne est ici plus stable et tend a décroitre rapidement (plus vite que
r7% et 73) et de fagon assez réguliere.

Puisque 'erreur a globalement diminué lorsque que nous avons simplifié le probleme,
cela signifie que nous sommes sur la bonne piste et que le probléeme est trop irrégulier
pour étre approché correctement par une base réduite, méme apres séparation des deux
comportements. Cependant dans le deuxieme cas, nous avons un début de convergence
qui s’arréte brusquement, signe d’'un autre probleme.

Effectivement, aprés une analyse plus poussée, nous avons remarqué que le condi-
tionnement des matrices base réduite devenait trés mauvais passé le 5°™¢ élément, ce
qui induit une erreur considérable sur la résolution du systeme linéaire. S’ensuit alors
un effet «boule de neige», en effet supposons que us(fp) soit exactement la combinai-
son linéaire des éléments déja présents dans la base réduite V), si il présente une erreur
de résolution numérique, il va alors présenter une forte erreur ||u,(po) — us(o)||- Si
cette erreur est trop forte, il va donc étre ajouté a la base réduite V,, or comme il est
exactement combinaison linéaire des éléments présents précédemment, il va contribuer
a détériorer le conditionnement. C’est exactement ce qu’il se passe dans notre cas, c¢’est
pour cela que l'erreur base réduite, qui correspond a l’erreur maximale, présente des
pics et peine a décroitre. Tandis que 'erreur moyenne décroit assez régulierement.

Bien que le seuil € = 107° est loin d’étre obtenu, nous proposons d’illustrer la base
obtenue avec 50 éléments, pour p = (0.2, 0.5).
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Solution base réduite Solution exacte

Amplitude

1.7e-02

Erreur

FIGURE 22 — Affichage de la pression p = (0.2, 0.5)

Solution base réduite Solution exacte

Amplitude
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o

Amplitude

FIGURE 23 — Affichage de la vitesse u = (0.2, 0.5)
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Nous proposons alors de rendre le probleme encore plus régulier afin d’obtenir une
base réduite. Pour cela nous restons dans le cas pu; < s, mais nous restreignons les
valeurs prises par puo. Nous posons alors :

D = {u= (11, 1) €[0.4,0.7), tel que 1y < pio}

Nous appliquons alors I’algorithme greedy avec le méme seuil e = 107° et nous obtenons
cette fois-ci :

Valeurs de s
08

o o

= ~
T

3

3

LM

o
o
T

Valeur i,
*

o
IS
E

o
w
T

o
)
T

o

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Valeur Hy

FIGURE 24 — Valeurs prises par p

Erreur en norme H'

—base réduite
erreur moyenne
e seuil
[

X", k=2,34

0 5 10 15 20 25
nombre d'elements

FIGURE 25 — Evolution de l’erreur en norme H'!

Cette fois-ci nous obtenons bien convergence de la méthode avec 21 éléments. Cette
convergence est bien exponentielle, mais elle n’est pas strictement décroissante. Nous
pouvons en fait observer des pics d’erreur qui ont la méme explication que dans le cas
précédent.
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6 Equations de Stokes instationnaires

6.1 Présentation du probleme

Nous souhaitons cette fois utiliser la méthode des bases réduites sur les équations
de Stokes instationnaires. Nous posons le probleme suivant :

Soit 1 € D, nous cherchons (u(t, X;u),p(t, X;pn)) € Cl([O,T], (H'(Q))? x LQ(Q)) telles

que : ~
aua(tu) — v, At(p) + Vp(p) = fu dans
V-a(p) =0 dans €

() gy T e

Vg~ Pp) 1t = hy, sur I' ey

(0, X; 1) = (X)) VX € Q

(0, X;0) =po(X) VX eQ

Avec v, une constante positive, f,, une fonction de C°([0, 77, (L*(£2))?), g une fonction de
CO([0, T, HY2(Q)) et h, une fonction de C°([0,T], (L*(T"))?), toutes dépendantes de .
Nous avons choisi d'utiliser une fonction g indépendante de p pour garder un relevement
simple. Néanmoins il est tout a fait possible de prendre une fonction g, puis d'utiliser
I’EIM afin de la décomposer.

De plus, nous avons maintenant la condition de Cauchy. Puisque a(0, X; 1) = @o(X),
VX € Q, nous avons nécessairement que iy € (H'(9))? et de méme, py € L*(Q2). Dans
cette introduction, nous nous limitons au cas ou g et py ne dépendent pas de p, de
cette facon nous pouvons les introduire dans le relevement de la condition de Dirichlet.

Nous devons de nouveau traiter le cas des conditions de Dirichlet non-homogenes
afin de pouvoir construire des bases réduites. Nous posons pg € D une valeur quelconque
de p et nous posons @o(t, X) = u(t, X, uo), V(t, X) € [0,T] x Q, la solution associée.
Nous avons donc ¢y € CH([0,T7], (H*(£2))?) solution du probléme (R) suivant :

8;0 — v, Ay + Voo = fo, dans Q
V-py=0 dans €
(R) : Yo =49 sur I'pj,
' Do —
Vuoﬁ — o = hy, sur I' yew
©0(0, X;p) = tp(X) VX €Q
Yo(0, X5 u) = po(X) VX €
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Nous posons ensuite u = 4 — ¢y et p = p — 1)y pour obtenir :

0t I(u+wy) Odu  Ipo

ot ot ot Ot

At = A(u+ o) = Au+ Apy
ou  O(u+wy) Ot g
o on  OW oW

w(0, X5 1) = (0, X5 ) — (0, X) =0 VX €Q

p(0, X5 ) = p(0, X5 ) —10o(0,X) =0 VX €

Ce qui nous rameéne au probléme :
trouver (u(t, X;p), p(t, X;u)) € C1<[O, T], (H'(2))? x LQ(Q)> solution du probleme (P)
suivant :

ou 0
i v, Au+Vp = f, + Apy — aio dans
V-u=0 dans 2
u=20 sur I'p;,
(P): du 9
- Yo
Vuges —PT :h”_ﬁ’jn sur I'ye,
w(0,X;u) =0 VX €
p(0, X;u)=0 VX €

Avec v, une constante positive, f, une fonction de C°([0, T, (L*(R2))?) et h,, une fonction
de C°([0,T], (L*(T"))?). Nous posons & présent les espaces V := CO([O, T), (H} (%, FDZ-T))Z)
et Q :=C°([0,7], L%(©)) (ou @ = C°([0,T], L3()) si T'new = 0).
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Ainsi, pour tout (v,q) € V x @, nous avons :

-
ai: — v AU+ Vp = f, — Ay

0
u"U—VMAU'U—FVP-U:fM-U—A900~U

ot
0
/Qau-v—yuAu-v—l—Vp-vdX:/QfM.U_ASOO.vdX

0
/Q&u-v—I—I/MVu:VU—p(Vm) dX =
/f N dX+/ Ou @) vas
o Jurv=Bgo v N\ug e | v
0
/Qau-v—kuuVu.Vv—p(V-v) dX =

0
/f“-U—VQOOZVUdX—F (h“—&>-vd5
Q FNeu a

n

gtm(u,v) +a(u,v; p) +b(p,v) = f(v;p) (31)

Ot a, b et f sont définis comme suit :

m(u,v):/ﬂude
a(u,v;,u):/;ZVHVu:Vv dX
b = - ) dX
(p,v) /Qp(V 0)
' 0
f(U;M)Z/QfM-v—Vgpg:VvdX+ g (%—&)-vdb’

Et de méme :

V-u=0
q(V-u)=0

/Qq(V-u)dX:O

b(q,u) =0 (32)

Nous pouvons alors écrire le probleme de la fagon suivante :

Trouver (u,p) € V x @ tels que Y(v,q) € V x Q :

gtm(u,v) + a(u,v; p) + b(p,v) = f(v;p) (33)
b(g; u) =0

Avec bien entendu les conditions de Cauchy u(0, X;pu) = 0 et p(0, X;u) =0, VX € Q.
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6.2 Discrétisation et résolution en éléments finis

Nous discrétisons tout d’abord lintervalle de temps [0,7] en K sous-intervalles.
Nous notons :

ot = — kot = t*
K

Nous utilisons alors la notation suivante :

u(t®, X) = u*(X)

Nous rappelons le schéma d’Euler implicite qui permet d’approcher 'opérateur % ;
ouF  uF — Tt

ot ot

(34)

Soit Ts une triangulation du domaine, de pas §. Comme dans le cas stationnaire,
il est important de bien choisir les espaces éléments finis pour respecter la condition
in f-sup, nous choisissons comme précédemment des éléments P2 pour la vitesse et P1
pour la pression. Nous posons alors {¢;}2?, la famille des fonctions de forme P2 et
{4}, la famille des fonctions de forme P1. Nous posons alors :

Vs = (Vect({wi}i21) Qs = Vect({vn}ily)

Nous avons que V5 X Q5 C (H} (2, Tpir))? x L*(9), et nous posons les applications

€[0,7T] — ¢, Vk € [1,Ns]
€0,T] — ¢n Vk € [1, N],

ainsi nous avons que C°([0,T], V) C V et C°([0,T],Qs) C Q. Notre probléeme variation-
nel (33) devient alors, pour tout k € [[1, K] :

Trouver (uf,py) € Vs x Qs tels que ¥(v,q) € Vs x Qs
0
575, v) + alug, v p) + b(ps, v) = f(v; ) (35)
b(Q7u6) =0

Or comme (uf, p%) € Vs x Qs, Vk € [[1, K], il existe (U{':f;)f.i?l, (U“k)N2 et (PYF)M tels
que :

k U’f(s U15901z Sz ik k il ik
i=1

U5 i=1 Uza ¥2,i i=1
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Nous appliquons alors 'approximation de l’operateur et nous injectons les expres-
sions précédentes dans les équations (35), nous obtenons
1

N2 . . N2 . Nl .
6#”(2 Uyt - Uy g, U) + a(Z Ui i, v; M) + b(ZP(sZ’k is U) = [(v;p)
i=1 i=1 i=1
No
i=1

1 X ; i ol i

=3 (U = U mln,v) + Z Us* a(pi,v) + > B" b, v) = f(v; 1)
PN =1 =1

Z Uy* (g, i) =0

=1

En prenant finalement v = ¢;, pour j € [1, Naof et ¢ = 9;, pour j € [1, Nq], nous
obtenons :

1 aE 7 2,k— ? ?

5t (U(Sk UJJC 1) (9017903 +ZUék 9017903 +ZP¢Sk b %%) f(@j?;u)
i=1 i=1

ZUg"k b(wj7(pi> =0

i=1

- Alp)++£M  BY (UK (F(p)+ LMUf™!
B 0)\pPF)— 0

Avec les matrices A et B dont les coefficients sont donnés par :

(M)i; = m(pi, ¢;) 1<i,j <N,
(A(u))ij:a(goi,@j;u) 1<4,j <Ny
(B)ki = b(¥r, 0i) 1<k< N, 1<i<N,

Et de la méme fagon le vecteur F'(u) est donné par :

(F(w). = flpsp)  1<i<N

De plus, les conditions de Cauchy w(0, X;u) = 0, p(0, X;u) = 0, VX € £, nous avons

alors :
ue\ (0
P(? —\0

Pour résoudre le probléeme avec des éléments finis au temps t*, k € [[1, K], nous de-
vons donc résoudre un systéme linéaire de dimension (N, + Ny), en connaissant uf ().
Pour résoudre entiérement le probléme, c’est-a-dire en tout temps t*, k € [[1, K], il nous
faut alors résoudre K systeémes de dimension (N; + Na).
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6.3 Probléme en base réduite

Nous souhaitons utiliser la méthode des bases réduites sur ces équations. Pour cela
supposons que les formes a,,, f, et h, se décomposent affinement par rapport a ;. Nous
avons donc :

a(u,v; 1) Z_: mar(w o) f ) =3 00" () fulv)

Rappelons que si le probleme n’admet pas directement de décomposition de la sorte, il
est toujours possible d’utiliser ’'EIM pour en obtenir une.

Nous conservons la méme discrétisation en temps que dans la partie précédente (6.2).
Nous avons alors la méme notation :

u(t®, X) = u¥(X)

Nous posons maintenant S = {fi,, kp}gzl un échantillon de P couples tous distincts
de valeurs de y € D et de valeurs de k € [[1, K]. Nous notons {(wp,s,)})_; la famille

des P solutions associées, avec w, = usy (pp) et s, = Py (pp). Pour chaque (wy, sp),
€ [[1, PJ, nous avons que (wy, s,) € Vs X Qs, si bien que nous avons :

V% @y = Vect({wy ;) x Vect({s,},-1) C Vs x Qs
c’([0,T],V,) c V. CY[0,7],Q,) C Q
Pour un temps t*, k € [[1, K], donné, nous avons alors le probléme suivant :
Trouver (u’;,p';) eV, x Q, tels que Y(v,q) € V, x @, :
2 s, ) + a(ul, v ) + ok, v) = F(5 )
b(q, ul) =0

Trouver (u’;,p];) eV, x @, tels que V(v,q) € V, x @, :
th

& gtm u ,0) + ZH ,v) + b(p’;,v) = z_: 01" (1) fi(v) (36)
b(q, up) =0

Soit u € D tel que p n’est pas dans S, comme (u, (1), pp(p)) € V, X @Q,, il existe une
vecteur (o), tel que :

(up (1), 2y (1)) = D_ 0 () (wi, 1) ap(p) € R
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Si nous injectons ces décompositions dans la formulation variationnelle (36), en
prenant v = w; et ¢ = s, Vj € [1, P]| et en utilisant 'approximation de 'opérateur %,
nous obtenons :

1 " ; Lk — e a 7,
ﬁm(z (agk(u) — st 1(u))wi, wj) + Z 0r (1) ag Za F(u)w;, wy)
i=1
P .
+ b(z 04; S, ;) Z Qk ) fe(w;)
i=1
P
, , 1
&3 (03 ) — 0y () 5 muws, wy) Z 0 (1) ax(w;, w;)
i=1

—i—oz:,’k(,u (si,w;)) Z@f ) fe(w;)

pour la premieére ligne. Puis :

pour la seconde. Nous pouvons alors résoudre le probleme soit de facon monolithique,
soit en variables séparées. Nous choisissons d’utiliser la version monolithique, nous ras-
semblons donc les deux lignes d’équation pour obtenir :

P
. . 1
Z (agkw) — O‘;’k 1(ﬂ)>£m(wi,w] Z 0 (1) ag(w;, w;)

i=1
ik f
+a" (1) (b(Si,wj) (i, w, ) E i (1) fr(wy)

Soit finalement sous forme matricielle :

1 a( k ik ad ! A
<6tM+29 JA; + B — B) Ur=> 6i(n) F+ 20U, ! (37)
k=1 =1
Ou les matrices Ay, 1 < k < N,, et B sont données par :
(Ak)iJ = ak(wi,wj) 1 S ]{Z S Na, 1 S ’L,j S P
(B)ij = b(si, wy) 1<i,j<P

et les vecteurs Fj et Gy par :

(Fi= felw)) 1<k<N; 1<i<P
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De plus, les conditions de Cauchy w(0, X; ) = 0, p(0, X; 1) = 0, VX € Q, nous donnent
alors :
ag =0

Pour résoudre le probléme en base réduite au temps t*, k € [1, K], nous devons donc
résoudre un systeme linéaire de dimension P. Pour résoudre entierement le probleme,
c’est-a-dire en tout temps t*, k € [[1, K], il nous faut alors résoudre K systémes de
dimension P.

Comme dans le cas stationnaire, résoudre un probléme en base réduite demande
O(P x (N'+4 N?)+ P3) calculs avec approche monolithique et par conséquent demande
O(K(P x (N'+4 N?)+ P3)) calculs pour la résolution en tout temps. Contre O(K (N +
N?)3) calculs pour la résolution en tout temps en EF. Ainsi, si P est faible devant N*
et N2, nous avons un gain considérable de calculs, surtout pour K trés grand.

Pour construire la base réduite associée au probleme, il est possible d’utiliser un
algorithme purement glouton. Cependant, en pratique cette approche peut échouer.
Ainsi, comme dans les équations de la chaleur instationnaires (cf. partie (3.3)), il est
recommandé d’utiliser un algorithme couplé PO D-greedy.
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Quatriéeme partie

Perspectives

7 Extension aux cas multi-domaine

Avec I'exemple de la partie (5.6.2) nous avons vu qu'il est possible de mettre en
échec la méthode des bases réduites. L'une des clefs pouvant expliquer cet échec est la
contrainte de faible épaisseur de Kolmogorov, il est possible que cette derniére ne soit
pas respectée dans I'exemple en question. C’est-a-dire que les solutions pour différentes
valeurs de p sont trop différentes les unes des autres. Une idée pour contourner ce
probléme est d’introduire des décompositions dans des base réduites locales a chaque
sous-domaine plutdt qu’'une seule décomposition sur le domaine global. Ainsi, méme si
le probléme présente globalement une forte variabilité par rapport a u, il est peut-étre
plus régulier localement et donc plus simple a approcher.

7.1 Subdivision en deux sous-domaines

Pour commencer dans un cadre relativement simple, nous nous concentrons sur les
domaines subdivisés en deux. Nous notons (2, le domaine et Q}L, Qi les deux sous-
domaines tels que :

N2 1 2 N1 N2
U Q“ N Q/L = @ QM N QM = Pinter

De la méme facon nous posons Q) un domaine de référence indépendant de 1 subdivisé
en Q! et Q2. Soit T' un difféomorphisme tel que :

T, : Q, — O
(x,y) — (T;’I(x,y),T/iy(x,y)) si (z,y) € QY Vie[l1,2]
Tu_l : Q—Q,

£ b= o\ i—lia o P VN
(2,9) — (T35 (2,9), T, (2,9))  si(2,9) €, Vie[l,2]
et tel que pour ¢ € [[1,2]], les T}, soient eux aussi des difféomorphismes :
T, Q, —
Tﬁ’_l : 0 —Q,

Nous nous intéressons toujours au méme probléme :
Nous cherchons (u(u), p(p)) € (H*(Q,))* x L*(£2,) tel que :

—vAu+Vp = f, dans(,
V-u=0 dans(,
(Py) : u=0 sur I'p;

ou
I/ﬁ —pﬁ = gu sur I'yey
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Avec f, € (L*(Q,))* et g, € (L*(T,))*
Nous posons V := {v € (H'(Q,))?| v, = 0}. Soit v € V, nous avons :

—vAu-v+Vp-v=f-v
/ —yAu-v—l-Vp-vdX:/ f-vdX
Q, Q,

Neu

/QVu:Vv—i—pV-vdX:/Qf-vdX—l—/ v-gdS
" " r

2 2
Z/Q_ vu:vav-vdX:Z/Q_f-vdX+/F_ v-gdS
i=1 74 i=1 7% Neu

2

>_a (v ) + b (p,vip) =3 f (vip) (38)

i=1 =1

Avec,1=1,2:

a'(u,v; p) = /Q vVu: Vv dX

7
n

bi(p,v;u)=/§2i pV v dX

%
FNeu

flosw)= [ fooaxX+ [ v-gds

Comme précédemment nous utilisons les résultats (25) et (27) des lemmes de la par-
tie (5.2) pour ramener notre probléme sur le domaine de référence. Ici, nous utilisons
(25) et (27) sur chaque sous-domaine pour nous ramener au sous-domaine de référence
correspondant, i = 1,2 :

a' (@, o; ) /Ql V((@ﬁ)t@@) : (JT;i’_l ;ﬁ,—l)’JTﬁ,—1| dX

B(p.0510) = | Py V) - 0l pgs| dX

AZ A 7 A % A

f1(0) —/f?vwh-v | |- 7, 48
2 N 2
Yo al(@, oy p) + (P, 05 ) =Y f(05 ) (39)
i=1 i=1

Nous posons maintenant S' = {,uzl) 5:11 et S = {NZ 5:21 deux échantillons de res-
pectivement P' et P? valeurs de y € D. Nous notons {(w},s))}",, i = 1,2 les familles
de solutions associées, avec w}, = us(u))|qi et s, := ps(ph)]qi. Pour i = 1,2, pour tout

p € [1, P'], nous avons que (w}, s}) € Vs X Qs, si bien que nous avons :

V, X @, = Vect({w, 5:11, {w? 5:21) x Vect({s, 5211, {s? 5:21) C Vs x Qs

Nous avons donc un espace vectoriel fini de dimension P = P! + P2. Supposons que
les formes bilinéaires a' et b', ainsi que les formes linéaires f*, i = 1,2 admettent des
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décompositions affines par rapport a p, soit, 1 = 1,2 :

Notre probleme devient alors :
Trouver (4(u), p(p)) € Vp X Qp tels que V(4,0) € Vp x Qp -

(@, 05 p) + b (p, 0; ) Zf’

I
o

Z
Z .
=1
Trouver (a(u), p(p)) € Vp x QP tels que V(g,0) € Vp X Qp :

2 N}
. .z<w i For o) £ o o

Trouver (a(u), p(u)) € Vp x Qp tels que ¥(§,0) € Vp x Qp

Z(Zem A'@@+Z@Z" (Aiﬁ@)_gi( )) Zzgm fi

=1 i=1n=1
(40)
Nous utilisons une approche monolithique sur chacun des sous-domaines, nous avons
alors que si (a(p),p(p)) € Vp x Qp il existe deux vecteurs T'(u) = (o(n))2; et

p
X2 (n) = (05 1))y tels que :

=

uy,p p! . wip p? ) wip
dop | =D op(n) [way, |+ opn) (w3,
pp P=l Sp Pt S

Nous pouvons voir cela comme un assemblage de deux décompositions différentes sur
chaque sous-domaine. Remarquons que pour i =1,2, j =1,2:
ap(w),0) =0 YveVp, sii#j
b,(pwd) =0 Vp € Qp, sii#]
Falw)) =0 sii#j
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Pour simplifier les écritures, nous mettons de coté les décompositions affines par
rapport a . En injectant finalement cette double décomposition dans notre formulation
variationnelle précédente et en prenant, pour j = 1,2, & = w] et § = s/, pour p €
[, P

2 . 2 /P! '
Zdi(ﬁ,wlj;u)zz&’<20 w -I-ZO' p, w{;u)

i=1 i=1 p=1
Pl
=a' ( > oy, wf; u) +a? < >_ oy (wwy, wi; “)
p=1
Pl
p=1
Nous avons alors :
A0 (BN ()
0 A%) \X*(u)
Avec les matrices : 4 4
(AN)py = a'(wy,wj;p) 1< pl <P

Nous faisons de méme pour b :

=1
N ‘ Pl P2
2}(20 s+za ) i) = 5ol opturat + X odluedin) -
p=1 p=1
P2
Za (&sw,%w%hWm)+zﬁmKW%wmo4ﬂiﬁwﬁ
p=1

Nous avons alors : o |
(B_fﬂ B%ﬂWQ<§$D

(B, = bi(sh,wisp)  1<pl<P?

Avec les matrices :

De plus nous avons les vecteurs sources :

Nous pouvons alors écrire le probleme sous la forme matricielle suivante :

(0 ) () ()
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Cependant, il est facile de voir que le probléeme ainsi formulé n’est pas correct.
Supposons en effet que F? = 0, nous avons alors automatiquement que 22(,u) =0et
done que up(p)|oz = 0, ce qui n’est pas forcement vrai (si "' # 0). Il nous faut donc
trouver un moyen de «transmettre I'information» entre les deux domaines.

L’idée la plus intuitive est d'imposer I’égalité entre les deux restrictions de la solution
au niveau de l'interface :

Pl
Ep:l O-;;(/’L)wp = Ep—l g ( )’IU
Pl
Ep:l Uzl)(u)sp = Ep—l g ( )52
Mais cette contrainte est trop restrictive et entraine souvent la nullité de la fonction sur

I'interface. Pour relaxer cette contrainte nous imposons seulement une égalité au sens
des distributions :

znte'r ante'r

znte'r ante'r

j22

Pl
/F | g( > op(u)(wl,+wh,+s)) 0T, =3 o2 () (w}, +w3,+52) oTM> s, veew
M,inter p:1 p:1

Ou W := L*(T . inter). Nous posons ensuite 7% une subdivision de Dinter de pas ¢, nous

N, . . .,
notons {Y;};27 la famille des fonctions de forme associées. Nous avons alors I'espace
éléments finis associé a W donné par :

WC = Vect({T,-}f\QY) cwW

7.1.1 Approche monolithique

Pour introduire cette contrainte dans notre probléme sous forme monolithique, nous
COMMENGoNs par poser les formes équivalentes ¢ et ¢ suivantes, pour u € V, 4 € V

peQ,peQ, EeWetéeW ={o T ,\VE € W} :
6 (wp)in) = [ &l +ur+p)dS

AR A A PR R R Nt ~
(&, (@, p); 1) :/‘ E(i + 1 + p) |, 1| (7)) ﬁ’ s

Nous pouvons alors écrire notre probléeme comme suit :
Trouver (ﬁp,]ﬁp,&) eVp x Qp x WC tels que ((j 0,7
&y, (ap, pr); 1) =0

Comme & € W, il existe Ac = (A\))M% tel que :

Nw
&= D AT,
i—1

En injectant cette décomposition et en prenant v = Y; pour j € [1, Nw] , nous avons
le probleme sous forme matricielle :

Al + (Bl)t . Bl 0 Cl Zl(u) Fl
0 A2 + B2 _ (B2)t _02 (
ct —C? 0 Ap) 0
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La résolution de ce systéme linéaire de dimension (P! + P? + Ny,) nous permet donc
de connaitre les décompositions de (up(u),pp(p)) sur €, et sur Q2 ainsi que & qui
correspond au flux a l'interface entre les deux domaines.

Le systeme ainsi posé est inversible quelque soit la dimension Ny, de I'espace WC-
Cependant, remarquons que si Ny > P! 4+ P? alors la partie du systéme :

(v —c?) @;EZ;) =0

impose X! () = X%(u) = 0, solution qui n’a évidemment pas de sens. En pratique nous
utilisons un espace de W, de dimension tres faible, Ny = 2,3 ou 4.

Remarquons que cette formulation ne peut pas etre utilisée en EF, car elle suppose
que dlm(Vp) dlm(Qp) ce qui n’est pas vrai pour Vs et Qs.

7.1.2 Approche découplée

Pour introduire la contrainte dans le probleme sous découplé vitesse-pression, nous
devons poser les formes bilinéaires équivalentes ¢ et ¢ suivantes, pour u € V, 4 € V,
ceWetleW:

clgup)= [ gt ) dS

A~

N A N N _ t A
o i) = [ &+ az) | ()" 7| 4

Nous pouvons alors écrire notre probleme de la fagon suivante :

Trouver (ﬁp,]ﬁp,é@‘) S Vp X Qp X WC tels que ‘v’(@,@,v) S Vp X Qp X WC :
(@p, 03 ) + (PP, 0 ) + E(&, D) = (05 1)

Comme & € W, il existe A¢ = (AN tel que :

Nw
=1

En injectant cette décomposition et en prenant v = Y; pour j € [1, Nw] , nous avons
le probleme sous forme matricielle :

Al 0 (Bl)t 0 (Cl)t Z(“’l)(,u) F
0 A2 0 (BZ)t _(CZ)t 2“””(#) F?
Bt 0 0 0 0 () =10
0 B> 0 0 0 202 (1) 0
ct —-Cc? 0 0 0 A(p) 0

En résolvant ce systeme linéaire de dimension (2P + 2P? + Ny) nous obtenons des
décompositions de(up(u), pp(1)) sur Q}L et sur Qi découplée, ainsi que & qui correspond
au flux a l'interface entre les deux domaines.
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Nous avons dans cette formulation la méme contrainte sur la dimension Ny de
I'espace W,. Comme précédemment nous utilisons généralement Ny = 2,3 ou 4.

Remarquons que cette formulation peut aussi étre utilisée pour résoudre le probleme
en éléments finis en prenant Vs et ()5 a la place de Vp et QQp. Utile notamment pour
valider cette formulation.

Autre remarque, les matrices obtenues apres assemblage pour des problemes de
Stokes ont souvent des conditionnement trés mauvais. Ici, au vu de la formulation,
nous pouvons nous attendre a des conditionnements encore moins bons. Notons que le
conditionnement du probleme va dépendre de la dimension de I'espace WC choisi.

7.2 Les cas a sous-domaines multiples

Partant de ce que nous venons développer dans la partie précédente, il est possible
d’étendre la méthode a un domaine sub-divisé en plus de 2 sous domaines. Supposons
que nous ayons D sous-domaines, en s’inspirant de la formulation variationnelle (40),
nous obtenons directement :

Trouver (a(u), p(i)) € Vp x Qp tels que Y(4,0) € Vp x Qp :

<< D . Ny N N
2 (29’" (@, 0) + 3 07" () (0,(6,0) = b},(d, ) )) ZZ@” fulo
i=1 n=1 i=1n=1
(41)
Nous posons maintenant 5% = {zf}” ", d € [[1,D], D échantillons de respectivement

P? valeurs de p € D. Nous notons {(w, s,) 5;1, i € [1,D] les familles de solutions
associées, avec w), == us(ju})|qi et s} := ps(j1t)]qi. Pour i € [[1, D], pour tout p € [[1, P'],

nous avons que (w), s;) € Vs x Qs, si bien que nous avons :

Vp, X Qp = Vect({w p_l, . {w ) X Vect({s ,{sD PPY C Vs x Qs

p_17 oo

Nous utilisons une approche monolithique sur chacun des sous—domaines nous avons
alors que si (4(p), p(p)) € Vp x Qp il existe D vecteurs X(p) = (o (p ))p ., de1,D],
respectivement de taille P9, tels que :

Uy.p D pd . wtli,p
top | =3 Yot |wi, (42)
pp d=1 p=1 s;l

-y .
I nous faut maintenant traiter le cas des interfaces. Ainsi, nous notons I';;,.,. 'interface

entre les sous domaines Q' et Qm, nous notons posons alors la forme bilinéaire ¢
suivante, a1 € V,pe Qet E€ W = {€oT 1 Ve € L2(Thm Y -

winter

(7)) 7| ds

Al,m

&m(E (i, p); p) = /F 4+ D)

pyinter

. Lm Lmy Ny,
Nous posons ensuite 7ZW une subdivision de F“ o ter de pas ¢, nous notons {Y;"}, V"

la famille des fonctions de forme associées. Nous avons alors l'espace elements finis
associé a W™ donné par :

Whme = Veet ({Ty™ 1) < W
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Nous pouvons alors écrire notre probleme de la fagon suivante :

Trouver (i, pp, {élm}) € ‘7}9 X Qp X Wémv
tels que Y(§, 0, {y"™}) € » X Qp X Wclm :
a(ty, 0; 1) + b(pp7 0; ) + (Aé’mv 0) = f(0; )
b(d, ;i) = 0

Alm

e (b ) = 0 VI, m tel que Q' et Q™ sont voisins

Comme éé € WC il existe Alm = ()\lm) W tel que

Nwl,m

éém — Z )\i7mT,lL7m

i=1

En injectant cette décomposition et les décompositions (42), puis en prenant o = w?,
g = s", vd € [1,D], Vj € [1, P, puis enfin 4 = Y5 pour j € [1, Nyyum] , nous
avons le probléme sous forme matricielle :
A+ (BY —BY 0 0 (S L ¥ (p) ja

0 e 0 : e : :

0 0 AP+ (BP)Y-BP —(CP) ... YP(u) | = | pp

Ct —C? 0 0 0 AY2 () 0

. . . . 0

La taille globale du systeme dépend alors du nombre de sous-domaines D, de leur
dimension respective P¢, du nombre d’interfaces et des dimensions des espaces éléments
finis sur ces interfaces. Des domaines trés compliqués avec de nombreuses interfaces
et/ou nombreux sous-domaines peut engendrer de (trés) gros systeme a résoudre. Il
faut donc faire attention et ne pas prendre n’importe quelle décomposition.
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8 Reconstruire la pression a partir de la vitesse

Comme nous 1'évoquions dans la partie (4.4), dans le cas des écoulements avec f = 0,
la pression est souvent tres «réguliere». Elle est en général linéaire des bords avec le
flux entrant, vers les bords avec le flux sortant. Cette régularité fait que la pression
est souvent mieux approchée par une base réduite que la vitesse. C’est une observation
tres importante puisque 'un de nos objectifs est d’essayer de reconstruire la pression en
utilisant uniquement des mesures de vitesse.

Une idée pertinente est alors de coupler une base réduite avec une méthode EIM.
Pour ce faire, nous commencgons par construire une base réduite sur un probleme de
Stokes. Nous pouvons alors utiliser 'EIM sur la partie vitesse de la base constituée.
Ainsi, a partir de I'EIM, si nous connaissons quelques mesures d’un champ de vitesse
observé u(u), nous pouvons en déduire sa décomposition dans la base réduite. Enfin, en
utilisant la méme décomposition pour la pression dans la base réduite, nous sommes en
mesure de reconstruire cette derniere sur tout le domaine.

Comme la pression est plus réguliere, approcher la vitesse correctement avec I’EIM
nous assure d’obtenir la bonne pression correspondante. Jusqu’ici, nous avons été en me-
sure d’utiliser 'EIM sur une base réduite et ainsi résoudre des problémes en connaissant
les bonnes mesures de u(u). Cependant, nous n’avons pas encore essayé d’approcher la
pression en ne connaissant que la vitesse. De plus, cette technique nécessite une étude
théorique pour pouvoir obtenir une majoration concrete de l'erreur en pression par
Ierreur en vitesse.

Une autre extension possible serait d’utiliser la Méthode d’Interpolation Empirique
Généralisée (GEIM en anglais), détaillée dans la these [3]. Cette méthode permet d’as-
souplir 'EIM en remplacant les évaluations ponctuelles par des évaluations d’applica-
tions linéaires. Dans le contexte de mesure physique, il est plus réaliste d’utiliser des
intégrales sur u(u), que de véritables évaluations ponctuelles. Outre cette différence, les
deux méthodes sont tres similaires. Ainsi, il est a priori possible d’'utiliser la GEIM
couplée a une base réduite comme précédemment.

9 Estimateur d’erreur

Un autre point que nous n’avons pas abordé est I'existence d'un estimateur d’erreur a
posteriori. Cet estimateur, décrit dans le livre [13], permet d’évaluer |lus(p) —up(1)||1.0
sans connaitre ugs. Cet estimateur peut donc se révéler tres utile dans la phase de
construction de la base réduite. En effet, il permet de connaitre I’erreur commise par la

N . N N . . fre
base sans avoir & construire la base {us(fi,) bt , 0l Np, est la taille de la discrétisation
de 'espace des parametres, au préalable.

Cet estimateur dont lefficacité est prouvé [13], permet d’utiliser des espaces Dy, de
grande taille et ainsi d’obtenir les meilleurs valeurs de p possible. Dans les exemples que
nous avons présentés, nous nous sommes passé de cet estimateur, mais il parait évident
que cet estimateur est un tres bon moyen pour améliorer la qualité des bases réduites
créées, tout en réduisant le temps de calculs et le stockage utilisé.
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10 Extrapolation

La méthode des bases réduites peut étre vue comme une méthode d’interpolation
puisque pour p € D, nous allons approcher () (ou ((u(p),p(p))) par une combinaison
linéaire de fonctions. De plus, par construction avec 'algorithme greedy ou la méthode
POD, nous avons une idée de ’erreur commise par cette interpolation.

Apres construction des bases réduites pour nos différents problemes, nous avons
voulu aller plus loin en utilisant celles-ci pour faire de 'extrapolation. L’idée est toujours
d’approcher u(p) (ou ((u(p), p(p))) par une combinaison linéaire des fonctions de la base,
mais cette fois-ci pour des valeurs de u ¢ D. Or il s’aveére que, sous certaines conditions,
cela fonctionne.

Nous avons remarqué que pour les problémes directement affines/linéaires par rap-
port a u, i.e. les problemes pouvant s’écrire :
trouver u € V', tel que Vv € V :

pa(u,v) = paf(v)

olt 4 € D C R% Ou bien, trouver (u,p) € V x Q, tel que V(v,q) € V x Q :

{ula(u, v) + pi2b(p,v) = pzf(v)
b(q,u) =0

ol © € D C R3 L’interpolation était alors quasiment exacte, c’est-a-dire que nous
obtenons des erreurs de ordre de 107!, C’est le cas de I'exemple dans la partie (4.5).
Et dans ces cas précis, I'extrapolation fonctionne aussi bien, sous réserve que la valeur
de p considérée ne rende pas le probléme mal posé.

Dans les autres cas, l'extrapolation peut fonctionner, mais nous n’avons aucune
information sur I'erreur commise. Ainsi il est probable que pour des valeurs de p proches
et extérieures a D, I'erreur reste du méme ordre que ’erreur d’interpolation. Cependant,
pour des valeurs éloignés, nous ne savons pas.

La possibilité d’extrapolation semble la aussi liée a 1’épaisseur de Kolmogorov de la
variété qui contient les solutions u(u), pour pu ¢ D.
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Conclusion

L’étude des bases réduites réalisée pendant ce stage nous a permis d’établir une
téte de pont sur un environnement tres riche. Chacune des méthodes passées en revue
ici (EIM, POD, greedy, etc.) méritent des études completes a elles seules. Ainsi ce
document n’a pas pour vocation d’expliquer chaque détail de ces méthodes, I'objectif
principal était de comprendre le role de chacune d’entre elles dans le cadre des bases
réduites.

Nous avons pu voir que pour certain probleme il tres simple de construire des bases
réduites efficaces, comme celui de la chaleur vu dans la partie (2.4), et pour lequel
tout fonctionne bien. Ensuite, nous nous sommes intéressés aux équations de Stokes
pour lesquelles la construction de bases réduites demande plus de travail. Nous avons
par ailleurs pu voir les limites de ces bases réduites avec un exemple pour lequel la
construction de base est tres difficile, voire impossible.

Aux travers de ces différents exemples, nous avons réussi a observer les qualités des
base réduites, a savoir la convergence exponentielle et le gain de calculs/temps. Ces
propriétés font la force des bases réduites, en effet elles ouvrent la porte a des résolution
d’EDP temps réel, avec une précision type MEF. Rappelons que seul ’assemblage de la
solution dépend de la taille du maillage, ainsi il est possible de résoudre des problemes
sur des maillages tres fins, donc tres précisément, et le tout trés rapidement.

Ce gain de calculs s’avere d’autant plus intéressant dans le cas ot une résolution est
faite de facon itérative. Avec par exemple les algorithmes de résolution des équations
instationnaires. Bien que nous n’ayons pas proposé d’exemple pour illustrer ce gain de
temps considérable, il parait évident que la méthode aux bases réduites parait parfai-
tement adaptée a ce genre de situation. Dans un autre contexte de code itératifs, nous
pouvons citer les codes couplant fluide et structure. Ces codes sont souvent imposants
et demandent énormément de temps. Ainsi, il parait tres intéressant de déployer des
bases réduites pour chacune des résolution fluide et structure.

Il existe aussi une possibilité d’utilisation des bases réduites que nous n’avons pas
encore évoquée. Celle-ci consiste a utiliser une base réduite pour calculer la solution d’un
probleme instationnaire, a un temps t quelconque, sans avoir a calculer les itérations
temporelles précédentes, voire méme sans dépendre d’une quelconque discrétisation en
temps.

Nous venons donc de voir que les bases réduites peuvent s’inscrire dans de nombreux
contextes. Finalement la conclusion de ce stage, et de ce document, est d’avantage une
invitation a poursuivre des recherches sur les différents pans des bases réduites, plutot
qu’une réelle fin.
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